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Resumo

Nesta dissertagao aborda-se a analise pelo método dos elementos finitos de placas finas com
esforgcos de membrana uniformes sujeitas ao fendmeno de encurvadura, tendo em conta a presenga
de obstaculos pontuais unilaterais. Sdo analisadas placas retangulares e quadradas submetidas a
varios tipos de carregamentos de membrana uniformes, incluindo compresséo e corte. Utilizam-se dois
tipos de elementos finitos, 0 ACM e o BFS, para calcular as cargas de bifurcacdo e os modos de

instabilidade em cenarios com e sem obstaculos unilaterais.

Utilizou-se um algoritmo adequado para resolver o problema de valores e vetores préprios de
complementaridade, com base na extensdo do método de Newton-Raphson para sistemas nao lineares
do tipo complementaridade. Para cada placa e tipo de carregamento, calculam-se os seis modos mais

baixos e as correspondentes cargas de bifurcagao para diferentes niveis de refinamento das malhas.

A dissertagdo confirmou que a convergéncia das cargas de bifurcagao obtidas pelo elemento
BFS é monotoénica, a medida que a malha € mais refinada. Por outro lado, a convergéncia geralmente

ndo é monotona quando se usa o elemento finito ndo conforme ACM.

Também se confirmou que quando existem obstaculos unilaterais a carga de bifurcagdo mais
baixa, conhecida como carga critica, nunca pode ser menor do que a do caso homélogo sem esses

obstaculos.

Palavras-chave: Encurvadura, Placas finas, Obstaculos unilaterais, Cargas criticas, Elementos
finitos.



Abstract

In this dissertation, the analysis by the finite element method of thin plates under uniform membrane
internal forces subjected to the buckling phenomenon considering the presence of unilateral point
obstacles is addressed. Rectangular and square plates are analysed under various membrane uniform
loadings, including compression and shear. Two types of finite elements, ACM and BFS, are employed

to compute the bifurcation loads and instability modes in scenarios with and without unilateral obstacles.

An appropriate algorithm was used to solve the complementarity problem of eigenvalues and
eigenvectors, based on the extension of the Newton-Raphson method for nonlinear complementarity
systems. For each plate and type of loading, the six lowest bifurcation loads, and corresponding modes

are computed for different levels of mesh refinement.

The dissertation confirmed that the convergence of bifurcation loads obtained using the BFS
element is monotonically decreasing as the mesh is refined. In contrast, convergence is generally non-

monotonic when using the non-conforming ACM element.

It was also confirmed that, when unilateral obstacles are present the lowest bifurcation load, known
as the critical load, can never be lower than the one of the homologous cases without unilateral

obstacles.

Keywords: Buckling, Thin plates, Unilateral obstacles, Critical loads, Finite elements.
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1- Introdugéao

Esta dissertacdo trata do fenédmeno de encurvadura de placas (pegas laminares planas em que
duas dimensdes sdo muito maiores que uma terceira, a espessura) sujeitas a esforgos de membrana
(esforgcos contidos no plano médio). A instabilidade por encurvadura de uma coluna, estudada em
Resisténcia dos Materiais Il, ocorre para um esforgo normal de compressao suficientemente elevado e
faz com que a coluna abandone a sua forma retilinea (que passa a ser nao estavel), procurando uma
outra configuragdo de equilibrio ndo retilinea, mas estavel. O estudo da encurvadura implica o
abandono da hipétese da linearidade geométrica. A hipétese da linearidade geométrica assume que as
equacgoes de equilibrio se podem escrever na configuragao indeformada. O fenémeno da encurvadura
(de colunas, placas ou cascas) s6 é detetado analitica ou numericamente se abandonarmos a hipétese
da linearidade geométrica, ou seja, se escrevermos as equacdes de equilibrio do elemento finito e da

estrutura completa na sua configuragédo deformada.

Este estudo da encurvadura teve inicio com a investigagéo de Leonard Euler, em 1744, sobre
a instabilidade elastica de barras isoladas comprimidas. No seu famoso estudo sobre linhas elasticas
Euler introduziu o conceito de carga critica que € o esforgo axial minimo para o qual uma barra esbelta
comprimida se mantém deformada lateralmente. Mais ainda, demonstrou que para uma coluna perfeita
sujeita a um esforgo axial de compresséao inferior ao critico, ao aplicar-se uma perturbacéo lateral, a
coluna apresenta uma ligeira deformagéo, mas retorna a posic¢ao inicial quando a perturbagéo é retirada
(a hipétese da linearidade geométrica é valida). Ja quando se atinge a carga critica a pega esbelta ndo
retorna a configuragao inicial, ou seja, instabiliza. Ainda assim, dada a simplicidade das equagdes, no

caso da encurvadura de colunas, a maioria dos casos tem solugéo exata.

No caso de placas, a instabilidade por encurvadura também ocorre quando esforgcos de
membrana suficientemente elevados fazem com que a placa abandone a sua forma plana. No entanto,
ja se torna mais dificil a obtencao de solugdes exatas para as cargas de bifurcagéo e respetivos modos.
Contudo, existem alguns estudos [1] para tipos genéricos de placas retangulares sem
constrangimentos unilaterais, tendo em conta algumas combinagbes de condigbes de fronteira onde se
obtiveram solugbes exatas para as cargas criticas de bifurcagdo e dos respetivos modos de

encurvadura.

Neste trabalho calculam-se as cargas de bifurcagdo e os modos de instabilidade de placas
sujeitas a apoios pontuais unilaterais, isto €, apoios que permitem o deslocamento da placa num

sentido, mas que o impedem no sentido oposto.

A analise de encurvadura unilateral de placas pode ser importante no estudo do reforgo de
vigas e pilares de betdo armado através do seu encamisamento com chapas de ago. Devido a acao
das forgas compressivas ou de corte, pode ocorrer a encurvadura destas chapas que sera do tipo

unilateral devido a presenga do elemento mais rigido de betdo armado.

A analise da instabilidade por encurvadura em colunas e poérticos com constrangimentos

unilaterais ja foi efetuada utilizando quer métodos analiticos quer métodos numéricos ( [2], [3]). Tanto



quanto é do nosso conhecimento, a encurvadura de placas com constrangimentos unilaterais ainda
nado foi estudada. Dado que, nestes casos, ndo existem solugdes exatas, a analise dos resultados
obtidos pode ser feita por comparagao com os resultados obtidos nos casos em que nao existem apoios

unilaterais.

A compreensdo do fendmeno da encurvadura, permite o projeto e a constru¢ao de estruturas
metélicas esbeltas, leves, faceis de construir e econdmicas, assegurando sempre a seguranga
estrutural. Na Europa é o Eurocddigo 3 (EC3) [4] que agrupa e sistematiza o conjunto de procedimentos
para o dimensionamento de estruturas de ago a encurvadura. A encurvadura unilateral pode ocorrer,
por exemplo, quando existe um reforgo de um pilar de betdo armado por encamisamento com um perfil
metalico em caixao, no qual o pilar submetido a esfor¢gos de compresséo, pode provocar a instabilidade

do encamisamento que sera unilateral, devido a presenga do elemento mais rigido de betdo armado.

Nesta dissertacdo focamo-nos no estudo da encurvadura de placas finas na presenca de
constrangimentos unilaterais pontuais. Assim, no capitulo 2 apresenta-se a formulagdo pelo método
dos elementos finitos do problema da determinagao de cargas de bifurcagao e modos de instabilidade

de placas, bem como, os tipos de elementos finitos (ACM e BFS) utilizados.

No capitulo 3 apresenta-se toda a teoria relacionada com a instabilidade de placas confinadas
unilateralmente, bem como, o algoritmo do Semi-Smooth Newton Method que é utilizado na construgéo
de um programa em MATLAB para calculo de cargas de bifurcagdo e correspondentes modos de

instabilidade de placas finas com constrangimentos cinematicos unilaterais.

No capitulo 4 apresentam-se resultados numéricos de cargas de bifurcagdo e modos de
instabilidade em varios exemplos em que as placas tém, ou nao, apoios unilaterais e discutem-se os

resultados obtidos.

Por fim, no capitulo 5 resumem-se as conclusdes retiradas da analise destes resultados e

sugerem-se possiveis desenvolvimentos futuros.



2- Estudo da encurvadura de placas pelo método dos elementos finitos

2.1 — Energia Potencial

Admitimos que o problema que estamos a tratar tem um carater conservativo. Quer isto dizer,
que o trabalho de todas as forgas (elasticas e exteriores) nao depende do caminho percorrido, mas sim
apenas das configuragdes final e inicial. Por isso, admitimos que existe uma fungéo energia potencial
total da qual se podem obter todas as forgas por mera derivagdo em ordem aos deslocamentos

generalizados.

A energia potencial compde-se de uma parcela devida a deformacéo elastica das fibras que
compdem a placa e de uma parcela de energia potencial das forgas exteriores. Estas forgas exteriores
produzem o campo de esforcos de membrana responsavel pelo fenédmeno da encurvadura que
queremos quantificar. Assumimos, pois, que nao ha forgas exteriores transversais ao plano médio da
placa, pelo que, sendo a placa isenta de imperfeicdes geométricas, antes da encurvadura nao ha

quaisquer esforcos de flexao.

Em Resisténcia dos Materiais, a energia potencial elastica de um meio continuo é dada por:

1
Ver = Ef o€ dV, (1)
14

em que V designa o volume da placa, g;; o tensor das tensdes e ¢;; o tensor das deformagdes. Um
indice repetido indica que esse indice € somado de 1 a 3. Uma vez que nos restringimos a placas finas,
as deformacoes por flex&o e por torgao devidas a encurvadura s6 produzem tensdes de membrana o,

(a, B =1,2). Entdo, designando a espessura da placa por ¢

\n\um

1
Vo = 5 f Oap€ap A2 dxs, (2)
0

N[ e+

em que Q designa o dominio ocupado pelo plano médio da placa no plano coordenado (0, x1, x2) (Figura

1),

Figura 1- Exemplo de placa retangular definida no dominio (x1, x2) € [0, a] x [0, b], designado pela letra
grega Q.

A fungéo integranda é:



_ _ T
Oap€sp = 011811 + 02285, + 201,812 =S €, (3)

em que, s = (041,022, 015) T € e = (&11, 855, 2€1,)T . Por sua vez as extensées em planos paralelos ao

plano médio da placa variam linearmente na altura,

e=xx 4)
em que o vetor das curvaturas,

X = Ot X220 2X12)T = (W11, ~Wi2, —2W,p, )T = Lew. (5)

Nesta dissertagdo segue-se a notagdo usada em [5]. Na equagdo anterior w(x,,x,) representa o

deslocamento transversal e o operador diferencial linear

2 2 2 T
Lf=(-a, P ) 6)

ax2’ 9x2’ " ox,0x,

A lei de Hooke para estados planos de tensao é

s=De, (7)
em que
1 v 0
E (v 1 o0 8
D_l—Vz 1—-v | (®)
2
Assim sendo,
t
2
1 1 9
Vel=§ffsTed.(2dx3=§fxTDfx dq, (9)
_tao Q
2
em que
1 v 0 .
_plv 1 0 __ Bt 10
Df—Df 1—v eDf—m. ( )
0 0 >

A energia potencial devida ao carregamento exterior advém do trabalho realizado pelos

esforgos de membrana N;;, esforgos normais e de corte distribuidos atuando nas dire¢gées do plano da

jo

placa.



Para o caso de uma placa, a energia potencial devida ao carregamento exterior, € mais
complexa do que numa coluna pois na coluna ha apenas um esfor¢co de membrana (o esfor¢go normal)
enquanto numa placa ha trés esforgcos de membrana. A Figura 2, ilustra a configuragcdo deformada
[P’Q’R’S’] de um elemento infinitesimal retangular [PQRS] do dominio da placa sujeita a um campo de

esforgos de membrana,

Ny (xg,x3) Nyp(xq,x2) )

Ny, (x1,x3) Nap (x4, %2)

1 <N101(x1'x2)N102(x1:x2) ) (11)

N102 (x1,x2) N202 (x1,x2)

N(xli x2) = (

dependentes de um Unico pardmetro de carga A, que s&o os causadores do abandono da configuragao

plana para um valor A > A... Note-se que Ny, (xq,x;) = N5 (xq, x5).

[1—\/;—_@7]4);1
2 4o, o,

WJ{*"\J»M

[, Az, >

it 2
=4 (4, Yoo ol

Figura 2- Elemento infinitesimal de placa na configuragdo deformada de pds encurvadura. Colocagéo

em evidéncia da cinematica relevante para o célculo do trabalho dos esforgos de membrana.

Temos entao

Vewr = [ Muellra + [ Ny el dn+ | N (2el) do, (12)
Q Q Q
em que
1 1
gr=1-J1-w,)? = E(Wq )?, gy =1—J1=-(w,)? = E(W'z )?,
2eM =y, = g — (angulo entre P'Q" e P'R’) ~ sin (% — (Angulo entre P'Q’ e P’R’)) = (13)

. N 0’ PR’ 11— 2
cos(Angulo entre P'Q' e P’R’) =+¢ PR _ ( ! (ow'l) )(m) =W,y W,

Tol TRl
IIPTQTINIPTRI w1 Wiy



Em resumo,
V=Vg + Vexr =
1 T 1 2 2
2 X Dex d2 + 2 [N11(W,1 )% + Naa(W,2 )2 + 2Njpw,ywyp | d2 = (14)
Q Q

T A 0 2 0 2 0
X Dex d2 — 3 [Nr1(W,1)? + Ny (W, )2 + 2Nppw,; wy, | di.
2

N =

2.2 - Discretizagao pelo método dos elementos finitos

Consideremos agora uma particdo do dominio Q em N subdominios 2, 2 = UY_, 2°. Em
cada subdominio 2(® (isto é, em cada elemento finito) o campo de deslocamentos transversais
w (x4, x,) € aproximado por uma combinagao linear de n, fungdes polinomiais ¥{ (xy,x,) (i =1,...,n,)
de x; e x,:

Ne

W(e)(xl'xz) = Z lIJi(E)(xpxz)dEE) = q,(e)(xl‘xz) d®

i=1

.© (15)
= (wl(E)(xyxz) wr(zi)(xlfxz)) ( ) ,
dn,

em que os n, coeficientes dl.(e) tém o significado geométrico de deslocamentos generalizados. Em geral

dl.(e) € um deslocamento, uma rotagdo ou uma curvatura num determinado ponto chamado né. O

conjunto dos elementos finitos designa-se por malha de elementos finitos.

Atendendo a (14), a expresséao da energia potencial total de um elemento finito 2(¢) é dada por

[EEN

A
ve=— f x©" (xy, ) D@ (x,%,)d0® — > f(V wEYTNO (x;, x,)Vw® dn®, (16)
n@© o

\S]

em que

d
=
vw® = 361 w® (xy, x5). (17)

x;

Na expressao analitica (16) (recordar (5) e (14)), por substituigdo obtém-se

X(e) = LfW(e)(xsz) = quj(e)(xl,xz)d(e) = B(e)(xpxz)d(e) (18)



0
dx,
0

x;

VW = PO (g, x,)d@ = VP (x,, x,)d© =

(e) (e)
1,ez (e, x2) ni,z(xl'xz)

O] e ®
( 11 (%1, X2) ¢ne,1(x1’x2)> d© = v (x,,x,)d®,

pelo que a energia potencial elementar se escreve na forma

14O 2% f(B(e)d(e))TDf(B(e)d(e)) dn _% f(Vll,(e)d(e))TNo(le(e)d(e)) dn
n@© o

= d(e)T.l(K(e) —1G©)a®
2

em que

K© = fB(eﬂDfB(e)dg(e)
@

é a matriz de rigidez elastica do elemento finito 2(¢) e

GO = qu,(e)TNqu,(e)dg(e)
o

(19)

(20)

(21)

(22)

¢é a matriz de rigidez geométrica ou matriz de estabilidade do elemento finito 2(©). Notar que K®e G©

s&0 matrizes simétricas, isto &, Kl.(je) =Kfe Gi(f) = G].(L.e).

2.3 - Principio da Estacionaridade da energia potencial

As equacgbes que regem o fenédmeno da encurvadura de um sistema conservativo podem obter-

se por estacionarizagdo da energia potencial total em relacdo ao sistema de deslocamentos

generalizados:



v
9d®

av®
= : 23
ad® PI%0) (3)
\adnff)/
em que V' & dada por (20). Escrevendo V(¢ na forma indicial
1
Ve =2 (kP - 267)d"d (24)
e derivando em ordem a d,(f)obtemos
(e) (e)
ove 1. A6 9y Loy _ 16)a® 94, (25)
6d,(f) 2% ad(‘*) s 9d
Uma vez que os deslocamentos generalizados sao independentes, isto é,
9d® 9d® 5 26)
94 " g
em que,
1, seu=v
Oup = {0, seu # v (27)
representa o simbolo de Kronecker, obtém-se
v © _ 3 (@40 © _ 0@ 4@
ad(e) 9 (Kkl AGy )d t35 (sz AGy, )d (28)

Atendendo a simetria das matrizes K© e G(®) as equagdes de equilibrio do elemento finito (¢) podem

escrever-se na forma indicial,

;114G

2 = (K = 265)d® = (29)
ou na forma matricial

P40 (30)

5@ = (K9 =269)a® =0,

em que O representa o vetor nulo com uma dimensdo igual a do numero de deslocamentos

generalizados independentes do elemento finito.



2.4 —Tipos de elemento finito usados

Usaremos dois tipos de elementos finitos retangulares: o ACM (de Adini- Clough- Melosh) [6] e
o BFS (de Bogner- Fox- Schmitt) [7]. Ambos s&o de quatro nés, mas enquanto o elemento ACM tem
trés graus de liberdade por n6 (tem 4x3 = 12 graus de liberdade ao todo, Figura 3(a)), o elemento BFS

tem quatro graus de liberdade por né (tem 4x4 = 16 graus de liberdade ao todo, Figura 3(b)).

a) 4 1 f 2 b) g

" \ e} T
de” Lo Ll O a0\
i 9 ho LY
d“\s);' L] & 'r m' g r a5
| d
u v |
2
\J
o . R - 5
» e —

Figura3- Representacdo dos deslocamentos generalizados dos elementos finitos retangulares ACM (a)
e BFS (b).

Uma discretizacao por elementos ACM proporciona um campo de deslocamentos transversais continuo
(por outras palavras, conforme). Contudo o campo de declives nas diregbes normais dos bordos do

elemento finito ndo é continuo (ndo é conforme), como ilustrado na Figura 4.

Figura 4- llustracdo da ndo conformidade do elemento ACM. Descontinuidade do declive na direcédo

normal ao bordo comum a dois elementos adjacentes.

Nesta figura representa-se uma malha de dois elementos ACM em que um do nés comuns (0
né 1 do elemento 1 e simultaneamente o né 4 do elemento 2) sofre um deslocamento unitario positivo.
As fungdes de forma envolvidas na definicdo do campo de deslocamentos dessas malhas sao wl(l) (x,y)
ea z,bl(ﬁ) (x,v). Em vez de usarmos x; e x, como coordenadas cartesianas usamos x e y por simplicidade
de notagéo. Notar que o par (x, y) de cada elemento finito tem origem no né 1 (de cada elemento finito).

De acordo com as fun¢des de aproximacgao (fungdes de forma) pagina 77 do anexo



PO 0y) = (@~ Db~ V@G ~ )b +2y) + abx — 207, (31)

D) = = (v(a ~ D[3a*by ~ 2a%y* + bix(a — 2]} (32)

Entdo, é possivel mostrar que as derivadas direcionais na diregao perpendicular ao bordo AB dos

elementos que partilham o bordo sao diferentes, isto é, que

® ou®

1 10
3y (x,0) # 3y (x,b), (33)

0 que mostra que o elemento finito ACM ndo assegura a continuidade dos declives na diregao

perpendicular aos bordos.

A matriz elementar K®©dos elementos ACM e BFS encontra-se em anexo. A matriz de rigidez elastica
elementar do elemento finito ACM esta nas paginas 78 e 79; a do elemento BFS esta nas paginas 83

a 87. Para esforgos de membrana uniformes as matrizes G obtém-se de,
(e) —_ njo (e) 0 (e) [9) (e) 34
G©® = NAMY + N&,MSY + NSMLS . (34)
As matrizes M‘Efﬁ) (a, B = 1,2) estdo nas paginas 80 a 82 (elemento ACM) e nas paginas 83 e 88 a 91
(elemento BFS) do mesmo anexo.

Apés formar as matrizes de rigidez elastica (K) e geométrica (G) globais, a determinagao das
cargas de bifurcagdo (1), e respetivos modos de instabilidade (x) de uma placa sem restricbes

cinematicas unilaterais consiste na resolugado do problema de valores e vetores préprios:

(K — 1G)x = 0. (35)

10



3- Analise da instabilidade confinada de placas pelo Método dos Elementos
Finitos
3.1 — Introducgao

O objetivo na analise de encurvadura de placas com constrangimentos unilaterais pelo método
dos elementos finitos é calcular cargas criticas e modos de encurvadura de modelos de elementos
finitos de placas confinadas unilateralmente pontualmente em nés da malha. De modo a fixarmos
ideias, consideraremos a placa quadrada simplesmente apoiada em trés bordos, e livre no quarto
bordo, com dois apoios unilaterais: um no centro da placa que nao permite movimento para cima e um
no meio do bordo livre que ndo permite movimento para baixo. A placa e a respetiva malha de
elementos finitos representam-se na Figura 5. O n6 5 esta impedido de ter deslocamentos

descendentes (para baixo do plano do papel) enquanto o n6 8 esta impedido de ter deslocamentos

ascendentes (para cima do plano do papel).

JD’
_T_\
=&
]

Q. @

3 4

R G ——
|

- M=
|

Figura 5- Placa quadrada discretizada em 4 elementos finitos e confinada unilateralmente nos nés 5 e

8. O bordo [7 9] é livre enquanto os outros sdo simplesmente apoiados.

O problema da encurvadura desta placa reduz-se a resolugdo de um problema de valores e

vetores préprios de complementaridade misto, diferente do problema (35), que se pode escrever na

forma:
Calcular 1 > 0 e (xg,x¢) # (0,0) e y. tal que

Kee —AGee Ker — AGCF) (XC) _ (Yc
<KFC - )\GFC KFF - )\GFF XF - ( 0 ) (36)

com
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0<x;Llyc>0. (37)

No problema anterior os indices inferiores F e C denotam os deslocamentos generalizados sem e com
constrangimentos cinematicos unilaterais; F é a primeira letra da palavra inglesa “Free” e C é a primeira
letra de “Contact”. Em (37) as desigualdades x. = 0 e y. = 0 indicam que todas as componentes de
xc € de y. sdo sempre nao negativas e a expressédo x; L y. indica que o produto interno entre x. e

yc € nulo, sendo que y. representa o vetor de reagdes nos apoios com constrangimentos unilaterais.

Admitindo que cada né tem trés graus de liberdade (duas rotagdes (em torno de x; e x,) e um

deslocamento transversal na dire¢do x5, representa-se uma possivel numeragdo dos deslocamentos

generalizados globais na Figura 6.

1 2 dy 3%
T_ ___7‘_1- . ' ey
A ]
| |
| (1) (2) |’
| |
i 5 G | s
} ] o B
dsy | d.¥ 2T
| |
| (3) @ |
| |
7._| d; % (8 ;EZ ! )
4y \:3 o dir}
%

Figura 6- Numeracgéo dos deslocamentos generalizados globais da placa da Figura 5.

Para esta numeragéo os conjuntos de indices dos deslocamentos generalizados livres e sujeitas a

constrangimentos unilaterais sao:
P = {1,2,4,5,7,8,9,10,11}, P, = {3,6}, (38)
pelo que,
X¢ = {ds, dg}7, Xp = {dy,dy, dy, dsg, dy,dg, do, drg, d11}7. (39)

O vetor y. representa as forgas de reagio por parte dos obstaculos unilaterais (representados pelas

setas T e | na Figura 6 no caso de os contactos estarem fechados (isto é, a placa, nos nés 5 e 8, estar

em contacto com o obstaculo),

ye = 1{Qs Q6}"- (40)
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As condigbes de complementaridade (36) indicam que os constrangimentos unilaterais
impedem o movimento num dos sentidos (d; = 0,d, = 0), as forcas generalizadas de reagédo dos
obstaculos unilaterais sé podem empurrar a placa nos pontos de contacto, nunca a podendo puxar
(Q; = 0,Q4 = 0) e que em cada obstaculo pontual unilateral as quantidades cinematicas (algum d;) e

estaticas (o Q; correspondente ao d;, isto €, em que j = i) ndo podem ser simultaneamente nao nulas

(d3 Q3 = 0,dsQs = 0).

3.2 — A numeragao dos graus de liberdade globais e a construgcao das matrizes

globais

E muito importante que a numeragédo dos deslocamentos generalizados globais comece nos
deslocamentos generalizados que tém constrangimentos de tipo unilateral por forma a que o problema
de valores e vetores proprios de complementaridade a resolver tenha a estrutura indicada em (36) e
(37), porque o algoritmo que usaremos para o resolver pressupde que as variaveis sujeitas as
condi¢des de complementaridade (37) sejam as primeiras, ficando no segundo grupo as variaveis livres
de constrangimentos. Os sentidos positivos dos deslocamentos nos ndés com constrangimentos
unilaterais devem ser arbitrados por forma a que os movimentos admissiveis para esses nos, sejam
positivos (o algoritmo que veremos mais a frente esta concebido para tratar variaveis de
complementaridade ndo negativas, ou seja, a situagdo das condi¢des (37)). A forma mais sistematica
e automatica de construir as matrizes globais a partir das matrizes elementares requer a construgéo de
uma matriz auxiliar (a que poderemos chamar de matriz de conectividades) que designaremos por jk.
A matriz jk tem tantas linhas quantos os elementos finitos da malha (nelem) e tantas colunas quantos
os deslocamentos generalizados de cada elemento finito (ntipo x nglpn, em que ntipo = 4 € o nimero
de nés do elemento finito e nglpn = 3 (elemento ACM) ou nglpn = 4 (elemento BFS) é o numero de

deslocamentos generalizados por nd). A matriz jk sera preenchida da forma seguinte:

e Quando o deslocamento generalizado di(e) tiver o mesmo sentido que o deslocamento
generalizado global d; entéo jk (e, i) = [;

¢ Quando o deslocamento generalizado di(e) tiver o sentido oposto ao deslocamento generalizado
global d; entéo jk (e,i) = —L;

i(e)

e Quando o deslocamento generalizado d;’ ndo corresponder a qualquer deslocamento

generalizado global entéo jk (e, i) = 0 (zero).
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Figura 7- Renumeracgdo dos deslocamentos generalizados globais da placa da Figura 6, de forma, a

que os deslocamentos transversais dos nés 8 e 5 fiquem respetivamente com os nimeros de ordem 1

e2.

Consideremos entdo a malha da Figura 6 (de elemento ACM). A numeracédo dos deslocamentos
generalizados da Figura 6 ndo é adequada para o algoritmo que tratara do calculo da solugédo do
problema de valores e vetores préprios porque os deslocamentos transversais dos nés 5 e 8 que estao
sujeitos a constrangimentos unilaterais ndo tém os primeiros niumeros de ordem. Na Figura 7
apresenta-se uma nova numeracao dos deslocamentos generalizados globais em que os numeros de
ordem dos deslocamentos transversais dos nos 8 e 5 sao, respetivamente, 1 e 2. Os deslocamentos
generalizados do elemento finito ACM estéo indicados na Figura 6 a sobreposicdo com cada um dos
elementos finitos da Figura 7 permite-nos fazer as correspondéncias entre os deslocamentos

generalizados locais e globais e, portanto, construir a matriz jk:

4O a9 i Y a9 A 0 ) a9 a4 @
0 0 o 0o 0 3 2 6 5 0 4 O
jk= 10 0 3 0 0 0 O 7 0 2 6 5
0 4 0o 2 6 5 -1 100 9 0 8 0

2 6 5 0 7 0 0O 11 0 -1 10 9
Ap6s a utilizagdo de um algoritmo de espalhamento dos elementos das matrizes de rigidez e geométrica
elementares respetivamente pelas matrizes de rigidez e geométrica globais, na malha da Figura 7,

obtém-se a matriz de rigidez elastica global (a matriz apresenta-se em blocos):
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(3) (4) (3) (4) 3)
K77 + Kioo —Ks7 —Kio 0 K7
(9 (4) (1) ) 3) (4) (€8] (2) (€8] 3)
_ _K4,7 - K1,10 K7,7 + K10,10 + K4,4 + K1,1 K6,7 + K3,10 K7,11 + K2,4
K1a4,1a04 =

(€] () (€] (2) (€] ’
0 K6,7 + K3,10 K6,6 + K3,3 K6,11
3) (€] 3) (€] (€] 3)
_K2,7 K7,11 + K2,4 K6,1 K11,11 + Kz,z
K1a4,5a8
3 (4) 3) (4) (4) 3)
_K6,7 - K3,10 _K5,7 - K2,10 _K5,10 _K7,11
(€] 2) 3) (4) (€] () 3) (4) (2) (4) (2)
_ K7,9 + K10,12 + K4,6 + K1,3 K7,8 + K10,11 + K4,5 + Kl,Z K8,10 + K1,5 K4,11
- (€] (2) ) (2) (2) ’
\ K6,9 + K3,12 K6,8 + K3,11 K3,8 0 /
(€] 3) (€] 3) 3)
K9,11 + K2,6 K8,11 + Kz,s 0 K2,11
3) (4) 3) (4)
_K7,9 - K10,12 _K7,8 _K8,10
3) (4) 3) (4) (4)
K1a4 9a11 = K4,9 + K1,12 K4,8 + K1,11 K1,8 ,
’ 0 0 0
3) 3)
Kz,9 Kz,a 0
K5a8,5a8

Koo + Ko + Kog + K53 Kol + KD + K+ KT Koy + KT KD
Koo + KD + Kog + 1G5 Ko + KD+ KD+ 1G5 Ko + 1G5 KD
Kais + K32 Kain + K32 Kag +Kgg 0
\ K Ksh 0 Kfi)n/

’

Koo + K5 Kop + K570 Ky
Ko + K5 Ky +IG% Ky
Ko LRI
Ksh Kai O

K5489a11 =

’

(3 €)] (3) (4 ©)]
K9,9 + K12,12 K8,9 + K11,12 K8,12
— (3) ©)] (3) (4 (4
K9a11,9a11 = K8,9 +K11,12 Ks,s +K11,11 K8,11 ’
@) (€3) @)
K8,12 K8,11 KB,B
A matriz de rigidez geométrica global G tem a mesma estrutura.

3.3 — Formulacgao do problema
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O problema que queremos resolver é (recordar (36) e (37)) calcular A > 0,x, € R™, xzeR" ™ e

yc€ R™ tal que

Kee = AGee  Ker — AGCF) (xC) _(Yc
(KFC - AGFC KFF - AGFF xF - ( 0 )‘ (48)
com
0<x; Ly-=0. (49)

Na equacdo (48) K. — AGge € R™™ | Kop — AGp € RO Ko — AGpe € ROTMXM K —
AGpp € R—mX(-m) o 0 representa o vetor nulo com n — m componentes. No caso da malha da Figura
7, n=11 e m=2: ha 11 graus de liberdade dos quais apenas dois (representados pelos
deslocamentos generalizados d; e d,) estédo sujeitos as condigées de complementaridade. O problema
de valores e vetores préprios de complementaridade (48), (49) sera resolvido como um sistema de
equacgdes nao lineares pelo método de Newton; para isso, teremos de transformar (49) num sistema
de equagdes. O conjunto de trés condi¢cdes x = 0, y = 0, xy = 0, simbolicamente representado por 0 <
x Ly =0 pode ser tornado equivalente a uma equacgao nao linear ¢ (x,y) = 0 desde que ¢ (x,y) seja
uma funcédo com propriedades especiais a que se da o nome de fungdo de complementaridade. Ha

muitas fun¢des de complementaridade definidas na literatura. Neste trabalho apenas iremos usar uma:

(pmin(x'Y) = min(x,}’)- (50)

O problema de valores e vetores préprios de complementaridade (49), (50), pode entao ser
escrito na forma equivalente,

U(p(xClyC) =0 (51)
(Koo — AGee)xe + (Kep — AGep)xp —yc = 0 (52)
(Kpe — AGpe)xc + (Kpp — AGpp)xp = 0 (53)
[lx|lz—1=0 (54)
em que,
(pmin(xlr yl)
Uy (xc,yc0) = s (55)
Pmin (xm' Ym)

e ||x||2 —1 =0 é uma condicao de normalizagao da solugdo uma vez que o problema (48), (49) é

homogéneo, pelo que se (X, V., Xr) for solugdo entdo (ax.,ay., axz) com aeR \ {0}, também sera
solugdo. Optou-se assim por normalizar a solugao impondo uma norma Euclidiana unitaria a “parte x”,

isto &, a “parte cinematica” das variaveis de complementaridade, isto é

ﬂ[xc.xc+xF.xF_1=0. (56)

O sistema (51) — (54) pode agora escrever-se como um sistema de m+n+1 equagdes

16



®(z) =0, (57)

em que
Xc
z= ;g (58)
yl
e
U, (xc,y¢)

(Kee — AGee)xe + (Kep — AGep)Xp — ¢
(Krc — AGpe)xc + (Kpp — AGpp) Xp

(D(xCle'yC'A) = (59)

O primeiro grupo de equagdes, U, (x¢, yc) = 0, ndo é diferenciavel no sentido usual em alguns
pontos ou linhas; contudo é-0 em quase toda a parte. Uma vez que a probabilidade de, no processo
iterativo do método de Newton, uma iterada (x¢, x§, y& A¥) coincidir com um dos pontos em que U,, n&o

¢é diferenciavel é nula, podemos aplicar o algoritmo do método de Newton a (57) - (59).

3.4 — Algoritmo
O algoritmo que se apresenta seguidamente baseia-se nos artigos [8] e [9]. Assumindo que ja

calculamos a k-ésima iteragdo (z*), pretendemos calcular (z**1) a partir da aproximagéo linear de ®,

0= ®(zF) + b (z"*) (2" — z%), (60)

em que 0®(z*) é a matriz jacobiana generalizada de ® avaliada na k-ésima iteragdo. O sistema de

equacoes lineares (60) pode escrever-se na forma

0@ (zk)z"1 = —@(z¥) + 9 (z")z¥, (61)

onde o vetor incognita € a aproximagéo z*+1.

Algoritmo SNM [8] [9]

e Inicializagdo: Escolha um ponto inicial z° e tome k = 0, com x # 0.

e lteracdo: Conhece-se a aproximagédo z*. Escolher uma matriz M* que pertenga ao jacobiano
generalizado 0® avaliado em z*, isto &€, M*e dd(z*) e calcular z**! resolvendo o sistema de
equacoes lineares

MFkzk*t = —@(zF) + MFzk. (62)

e Incremente k em uma unidade (k< k+ 1) e continue o processo iterativo até que

||Zk+1 —Zk|| <&

17



para ¢ suficientemente pequeno.

Vamos agora concretizar (62) para a fungao vetorial ® definida em (59). Teremos entédo

axcU(p Omx(n—m) ach(p Om
Koo — 2Gee  Kep — MG =1 _Gccxc GCFxF xléﬂ
Kpc — 2Gre  Kpp — HGpp 0(n—m)xm —GpeX¢ — GFFxF
T T k+1
Xe XF T k+1
k - (12 0 A
[1*1], [1*1], (63)
_U(p(xlé' ylé) + axCU(pxlé + ayCU(pylé
— _(Gccx’é + chxllg)ﬂk Rn+m+1
—(Gpexé + Gppx)A*
1
O primeiro bloco de equagdes de (63) escreve-se
(0xcU,)xE™ + (0ycU,)yErt = —U,(xk ¥E) + (0xc U, )xE + (0yc U, )yE . (64)
Considerando a fungao de complementaridade
(pmin (a' b) = min{al b} ’ (65)
tem-se
{xf, se xf < y¥
min {xf, y¥} y{,sex{;>y{;
. <
K yky — | min{xk,yk} | _ ) ¥ S€X2 =):
Uo ") ; Yk sexk > yk (60)
. k k
i {m, Yin) {xﬁu se xm < Ym
Yior S€ Xy > Vi
aU‘P1 aU‘P1 aU<P1
x4 ox, T 0xy
anPz anPz aU<Pz
0 Up =] 0x; ox, T 0xy
al,, 09U, Uy,
x4 ox, T 0xy
67
1,se xf < yk ©7)
x x 0 0
0,se xy > yf
k < vk
~ 0 {1, se xi < yi 0
= 0,sexy >y,
-
\ 0 0 {LS”’,’; —y’,’g/
0,se x;5, > vy,
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aU‘Pl aU‘P1 aU‘P1
dy: 0y, 0Ym
aU(Pz aU(Pz aU(Pz
9y.Uy 0y1 0y 0Ym
\aU(Pm aU‘Pm aufﬂm/
oy 0y, " Oym ©8)
0,se xf < y¥ 0 0
1,se xk > yk
0,se xk < y¥
_ 0 A P 0
= 1,sexy; >y,
-
\ 0 0 {O’Sex’,’; —y’,’g/
1,se x5 > vy

Consequentemente pode mostrar-se que o 2° membro de (63) € nulo (ndo se apresentam os célculos):

—U, (x%, ¥ + (0xcU,)xE + (0y.U,)yE =0, (69)

pelo que, em resumo o sistema de equacdes (63) escreve-se

axCUq) Omx(n—m) ayCU(p Om .
KCC — lkGCC KCF - AkGCF _Im _GCCxlé - GCFx’Ig xC+1
Krc — %Gpe  Kpp — A*Gpp 0(n—m)xm —Grcx¢ — Gppxf xi* =
KT KT ye'!
Xc XF T
Om 0 lk+1
||xk||2 ||xk||2 (70)
O

—(Geexf + Gepxf)A* ¢ RIHmH
—(Gpex¢ + Gppxf) A
1

em que as matrizes dx;U,e R™*™ e dy U,e R™*™ devem ser substituidas respetivamente por (67) e

(68). Note-se que a matriz dos coeficientes do sistema (70) ndo é simétrica.
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4-

programa de elementos finitos desenvolvido em ambiente Matlab no ambito desta dissertagao.
Mostraremos no subcapitulo referente a cada caso, os respetivos graficos de convergéncia das

solugdes numeéricas, as respetivas representagdes graficas dos modos de encurvadura e as tabelas

Resultados Numeéricos

Neste capitulo apresentam-se os resultados numéricos de varios exemplos de aplicagao do

com as solugdes em fungao das discretizagdes efetuadas.

convergéncia das cargas criticas. Todos os resultados apresentados foram obtidos com recurso ao

Cada exemplo tera quatro niveis (ou trés niveis) de refinamento para que se observe a

“MATLAB”, pela programagéao do algoritmo apresentado no capitulo 3.

Antes de prosseguir, € importante salientar que para todos os casos estudados de placas, foram usadas

as seguintes variaveis:

E=200 [GPa]; - Modulo de elasticidade

v =0.3; - Coeficiente de Poisson

t=0.01 [m]; - Espessura da placa

h [m]; - Medida do lado do elemento finito quadrado (e):

Variavel entre 0.0625m e 0.50m
Dimensdes das placas quadradas - 1x1 [m?]

Dimensbes das placas retangulares - 2x1 [m?]
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4.1 — Placa retangular com os quatro bordos SA submetida a esforgos de
compressao

4.1.1 — Sem restrigées unilaterais
No exemplo 4.1 estuda-se a encurvadura de uma placa retangular com os quatro bordos SA

submetida a esforgos de compressao como indicado na Figura 8 de modo a anular o efeito de Poisson.
Nesta secg¢ao 4.1.1 a placa nao tem restrigdes unilaterais. O estudo foi feito utilizando o elemento ACM
e o elemento BFS. Na Tabela 1 e na Figura 9 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurcagao

obtidas com o elemento ACM e quatro malhas de diferentes graus de refinamento.

Nas Figuras 10, 11 e 12 apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos
com a malha mais refinada (16x32). Dado que o elemento ACM néo é conforme, n&o se verifica uma
evolugdo monotdnica das cargas de bifurcagdo com a diminuicdo do tamanho dos elementos finitos

utilizados.

Na Tabela 2 e na Figura 13 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurca¢do obtidas com
o elemento BFS e quatro malhas de diferentes graus de refinamento. Neste caso as cargas de
bifurcagao evoluem monotonicamente com a diminuicdo do tamanho dos elementos finitos utilizados.
Nas Figuras 14, 15 e 16, apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos com a

malha mais refinada.

A carga critica tedrica desta placa é dada por [1],

m?D
Acr = kC b—Zf’ (71)
em que

2 2

() 4]
. AR (72)

C b 2
(ma) + vn?

e m e n sao respetivamente o numero de semi-ondas segundo x; e segundo x,. Neste caso obtém-se
Aoy = 5.135 x 102kN/m. E possivel, portanto, concluir que as cargas de bifurcagéo utilizando elementos
ACM ou elementos BFS sdo muito semelhantes no caso de se usarem malhas mais refinadas e sao
préximas da carga critica tedrica, especialmente no caso do elemento BFS. No caso da malha menos
refinada, é possivel observar na Figura 9 e na Tabela 1, que para o elemento ACM a carga associada
a forma esperada do 2°modo (duas semi-ondas na maior dire¢céo) é inferior a carga associada a forma
esperada do 1° modo (uma semi-onda na maior dire¢do). Este fendmeno deve-se certamente também
ao facto de este elemento ndo ser conforme. Os modos de instabilidade obtidos com o elemento ACM

e com o elemento BFS s&o igualmente muito semelhantes, para as malhas mais refinadas.
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Figura 8- Placa Retangular com os quatro bordos SA submetida a esforgos de compressao de modo a

anular o efeito de Poisson sem impedimentos unilaterais.

Tabela 1- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular sem impedimentos unilaterais,
quatro bordos SA, submetida a esforgos de compressao, em fungao do refinamento da malha para o
elemento ACM.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
llogz(h)| 1 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]

x102 x102 x102 x102

M 4.7311 5.0090 5.1018 5.1268
Ay 4.6005 5.2338 5.4720 5.5389
A3 6.0363 6.9190 7.3231 7.4448
Ay 10.8883 9.6846 10.2510 10.4406
As 15.2863 13.4750 14.1388 14.4050
Ag 249113 18.3513 18.9600 19.2975
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Carga de bifurcacdo A
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Figura 9- Grafico das cargas de bifurcagéo da placa da Figura 8 em fungao da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito ACM).
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24

Modos de encurvadura da placa retangular Figura 8. com quatro bordos SA submetida a esforcos de compress

Figura 10



c)

1.8
1.8

1.6
1.6

1.4
1.4

1.2
1.2

3° Modo
I
1
1

4° Modo

0.8
Direcéo x
0.
%ireg%o x1

0.6
0.6

I
0.4

0.4

0.2
I
0.2

/ 7 7 7 7 7 7
3_ z J o 1 z 3
o@n_h o.uo.

-0.25 —
0.05 —
0.1 —
0.15
0.2 —
0.25

0)usWE0|sa
¥ 1520 ojuBLIEdosa(]

25

d)

0
i

Diregdo x1

3° Modo
4° Modo

Direcdo x2

ojuslEo0|sa(] ouBWIE00|Sa(]

Figura 11- Modos de encurvadura da placa retangular Figura 8. com quatro bordos SA submetida a esfor¢os de compresséo nas duas diregbes sem

constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 16x32. ¢c) Modo 3 A3 =7.4448x10%kN/m d) Modo 4 As = 10.4406x10% kKN/m.
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Figura 12- Modos de encurvadura da placa retangular Figura 8. com quatro bordos SA submetida a esforcos de compresséo nas duas diregcbes sem
constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 16x32. ) Modo 5 As =14.4050x102kN/m f) Modo 6 As = 19.2975x10? kN/m.
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Tabela 2- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular sem impedimentos unilaterais,
quatro bordos SA, submetida a esforgcos de compressao, em fungao do refinamento da malha para o

elemento BFS.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
[logz(h)]| 1 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]

x102 x102 x102 x102

A 5.1609 5.1370 5.1354 5.1353
Ay 5.5839 5.5634 5.5620 5.5619
As 7.6141 7.4968 7.4880 7.4875
Ay 11.9709 10.5604 10.5129 10.5096
As 17.2050 14.6925 14.5188 14.5063
Ag 26.5475 19.9625 19.4763 19.4388
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Figura 13- Grafico das cargas de bifurcagéo da placa da Figura 8 em fungao da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito BFS).
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4.1.2 — Com restrigoes unilaterais em sentidos opostos

Nesta sec¢ao estuda-se a encurvadura da placa analisada na sec¢éo 4.1.1, quando esta possui
dois impedimentos unilaterais de sentidos opostos localizados no interior da placa, tal como, indicado
na Figura 17. O apoio unilateral da esquerda impede o deslocamento para baixo enquanto o apoio da
direita impede o deslocamento apenas para cima. Na Tabela 3 e na Figura 18 apresentam-se as seis
primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com o elemento ACM e quatro malhas de diferentes graus de

refinamento.

Nas Figuras19, 20 e 21 apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos

com a malha mais refinada (16x32).

Na Tabela 4 e na Figura 22 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurca¢do obtidas com
o elemento BFS e quatro malhas de diferentes graus de refinamento. Nas Figuras 23, 24 e 25,

apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos com a malha mais refinada.

Verifica-se novamente que a evolugao das cargas de bifurcagdo com a diminui¢do do tamanho
do elemento finito € monotdnica apenas no caso do elemento BFS. Verifica-se igualmente que as
cargas de bifurcacdo e os modos de instabilidade obtidos com o elemento ACM e com o elemento BFS
sdo muito semelhantes para as malhas mais refinadas. Verifique-se novamente que, para malhas
pouco refinadas o elemento ACM nao € um bom elemento finito, visto que se volta a verificar a troca

entre o primeiro e 0 segundo modo no caso da malha menos refinada (2x4 elementos).

Note-se que devido aos apoios unilaterais os modos 1,3 e 5 da placa sem apoios unilaterais
(ver seccdo 4.1.1) nao sao possiveis neste caso. No entanto, os modos 2,4 e 6 (e as correspondentes
cargas de bifurcagéo) obtidas na secgéo 4.1.1 sdo ainda possiveis para a disposicdo de impedimentos

unilaterais da Figura 17 (e correspondem respetivamente aos modos 2, 3 e 6).

Em suma conclui-se que o primeiro modo de bifurcagao neste caso, que ativa o apoio unilateral
da direita, possui uma carga de bifurcagdo maior do que a apresentada pelo primeiro modo da placa
sem apoios unilaterais (ver seccao 4.1.1). Assim a carga critica desta placa com apoios unilaterais é
superior a carga critica da placa sem apoios unilaterais. Verifica-se igualmente que as cargas de
bifurcagao dos modos 4 e 5 sao também superiores as dos modos 3 e 5 da placa sem apoios unilaterais
(ver secgéo 4.1.1).
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Figura 17- Placa Retangular com os quatro bordos SA submetida a esforcos de compressdo de modo
a anular o efeito de Poisson com impedimentos unilaterais de sentidos opostos localizados a 0.5m dos

bordos.

Tabela 3- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular com impedimentos unilaterais,
quatro bordos SA, submetida a esforgos de compressao, em fungao do refinamento da malha para o
elemento ACM.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
[loga(h)] 1 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]

X102 x10? X102 x10?

M 4.6613 5.1294 5.2993 5.3465
A, 4.6005 5.2338 5.4720 5.5389
A3 10.8883 9.6846 10.2510 10.4406
Ay 23.5413 16.1013 16.7750 17.0925
As 24.3525 17.4350 18.0863 18.4163
Ae 24.9113 18.3513 18.9600 19.2975
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Tabela 4- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular com impedimentos unilaterais,

quatro bordos SA, submetida a esforcos de compressao, em fung¢ao do refinamento da malha (para o

elemento BFS.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
[log2(h)| 1 2 3 4
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
X107* X107* X107* X107
A 5.3855 5.3643 5.3628 5.3626
Ay 5.5839 5.5634 5.5620 5.5619
As 11.9709 10.5604 10.5129 10.5096
Ay 24.3125 17.5813 17.2625 17.2300
As 25.6525 18.9938 18.5900 18.5550
Ag 26.5475 19.9625 19.4763 19.4388
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4.2 — Placa retangular com os quatro bordos SA submetida a esforgos de corte

4.2.1 — Sem restricées unilaterais

Estuda-se agora a encurvadura de uma placa retangular com os quatro bordos SA submetida
a esforgos de corte como indicado na Figura 26, de modo a verificar o efeito do corte nos modos e a
sua influéncia no valor da carga critica. Nesta sec¢éo a placa ndo tem restricdes unilaterais. O estudo
foi feito utilizando o elemento ACM e o elemento BFS.

Na Tabela 5 e na Figura 27 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurca¢ao obtidas com
o elemento ACM e trés malhas de diferentes graus de refinamento. Nas Figuras 28, 29 e 30
apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos com a malha mais refinada (16x32).
Nao se considerou uma malha de 2x4 elementos finitos, pois esta, no caso do elemento ACM, aproxima

muito mal os modos superiores.

Na Tabela 6 e na Figura 31 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com
o elemento BFS e quatro malhas de diferentes graus de refinamento. Neste elemento as cargas de
bifurcagdo evoluem monotonicamente com a diminuigdo do tamanho dos elementos finitos utilizados.
Optou-se por ndo se apresentarem os modos obtidos com o elemento BFS pois eles sdo muito
semelhantes aos obtidos com o elemento ACM.

A carga critica tedrica pode ser obtida a partir de um abaco em [10]. Neste caso obteve-se,

1T2Df

b2

ey = 6.6 = 1,193 x 103 kN/m. (73)

Em suma, é possivel concluir novamente que as cargas de bifurcagéo utilizando elementos
ACM ou elementos BFS sao muito semelhantes no caso de se usarem malhas mais refinadas e sao

também muito semelhantes a carga critica tedrica, especialmente no caso do elemento BFS.

A comparacao dos valores das cargas criticas das Tabelas 5 e 6 (placa sujeita a um estado de
corte puro) com os das Tabelas 1 e 2 (a mesma placa retangular sujeita a compressao biaxial) leva-
nos a concluir que é bastante mais dificil levar uma placa a encurvadura por corte do que por

compressao.
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Figura 26- Placa Retangular com quatro bordos SA submetida a esforgos de corte sem restricdes

unilaterais.

Tabela 5- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular com impedimentos unilaterais
com sentidos opostos, quatro bordos SA, submetida a esforgos de corte, em fungéo do refinamento da

malha para o elemento ACM.

N° Elementos Finitos 4x8 8x16 16x32

h [m] 0,25 0,125 0,0625
[logz(h)| 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m]

x103 x103 x103

A 1.0932 1.1560 1.1765

A, 1.1068 1.1578 1.1795

As 1.5910 1.7119 1.7711

Ay 1.8059 1.9455 2.0176

As 2.6955 2.8642 3.0227

Ag 2.9841 3.1334 3.3133
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Tabela 6- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular com impedimentos unilaterais
em sentidos opostos, quatro bordos SA, submetida a esforgos de corte, em fungéo do refinamento da
malha para o elemento BFS.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32

h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
[logz(h))| 1 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]

x103 x103 x103 x103

M 1.2772 1.1914 1.1838 1.1833

Ay 1.2804 1.1964 1.1887 1.1882

A3 1.9476 1.8127 1.7955 1.7943

Ay 2.3513 2.0745 2.0478 2.0460

As 4.0469 3.1812 3.0968 3.0906

Ag 4.6890 3.5095 3.3996 3.3917
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Figura 31- Grafico das cargas de bifurcagédo da placa da Figura 26 em fungdo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito BFS).



4.2.2 — Com restrigoes unilaterais em sentidos iguais

Nesta sec¢ao estuda-se a encurvadura da placa analisada na secgéo 4.2.1, quando esta possui
dois impedimentos unilaterais de sentidos iguais localizados no interior da placa, tal como, indicado na

Figura 32. Ambos os apoios impedem o deslocamento para baixo.

Na Tabela 7 e na Figura 33 apresenta-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com
o elemento ACM e trés malhas de diferentes graus de refinamento. Nas Figuras 34, 35 e 36

apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos com a malha mais refinada (16x32).

Na Tabela 8 e na Figura 37 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com
o elemento BFS e quatro malhas de diferentes graus de refinamento. Os modos de bifurcagao

correspondentes sdo semelhantes aos do elemento ACM e por isso ndo sao apresentados.

Verifica-se novamente que a evolugéo das cargas de bifurcagdo com a diminui¢gdo tamanho do
elemento finito € monoténica apenas no caso do elemento BFS. Verifica-se igualmente que as cargas
de bifurcagao obtidas com o elemento ACM e com o elemento BFS sdo muito semelhantes para as

malhas mais refinadas.

Note-se que devido aos apoios unilaterais os modos 2, 4, 5 e 6 da placa sem apoios unilaterais
(ver secgdo 4.2.1.) ndo sao possiveis neste caso. No entanto, os modos 1 e 3 (e as correspondentes
cargas de bifurcagdo) obtidas na secgéo 4.2.1 sdo ainda possiveis neste caso (sdo os modos 1 e 5 do

caso com impedimentos unilaterais).

Em suma, conclui-se que o primeiro modo de bifurcacdo neste caso, nao ativa os apoios
unilaterais, pelo que, a carga critica desta placa é igual a carga critica da placa sem apoios unilaterais
(ver secgéo 4.2.1). No entanto, neste caso, verifica-se que a carga de bifurcacdo do modo 2 é inferior
a carga de bifurcagdo do modo 2 da placa sem apoios unilaterais (ver secg¢ado 4.2.1).
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Figura 32- Placa Retangular com quatro bordos SA submetida a esforgos de corte com duas restricdes

unilaterais em sentidos iguais localizados a 0.5m dos bordos.

Tabela 7- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular sem impedimentos unilaterais,
quatro bordos SA, submetida a esforgos de corte, em fungao do refinamento da malha para o elemento
ACM.

N° Elementos Finitos 4x8 8x16 16x32

h [m] 0,25 0,125 0,0625
[log2(h)| 2 3 4

[kN/m] [kN/m] [kN/m]

x103 x103 x103

A 1.1068 1.1578 1.1765

Ay 1.1042 1.1574 1.1771

A3 1.1492 1.2182 1.2442

Ay 1.2598 1.3474 1.3829

As 1.5910 1.7119 1.7711

Ae 2.3586 2.8642 2.6454
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Figura 33- Grafico das cargas de bifurcacéo da placa da Figura 32 em fungdo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito ACM).
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Figura 36- Modos de encurvadura da placa retangular da Figura 32 com quatro bordos SA submetida a esfor¢cos de corte com constrangimentos
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Tabela 8- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular sem impedimentos unilaterais,
quatro bordos SA, submetida a esforgos de corte, em fungéo do refinamento da malha para o elemento
BFS.

N° Elementos Finitos 2x4 4x8 8x16 16x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625
[logz(h))| 1 2 3 4
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
x103 x103 x103 x103
M 1.2804 1.1914 1.1838 1.1833
Ay 1.2797 1.1925 1.1849 1.1844
A3 1.3601 1.2633 1.2546 1.2539
Ay 1.5147 1.4090 1.3974 1.3968
As 1.9476 1.8127 1.7955 1.7943
Ag 3.3557 2.7715 2.7046 2.6991
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Figura 37- Grafico das cargas de bifurcagcéo da placa da Figura 32 em fungdo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito BFS).
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4.3 — Placa quadrada com os trés bordos SA e um livre submetida a esforgos

de compressao unidirecional

4.3.1 — Sem restricées unilaterais

Neste exemplo estuda-se a encurvadura de uma placa quadrada com trés bordos SA e um livre
submetida a esforgos de compresséao unidirecionais como indicado na Figura 38. Nesta seccdo 4.3.1 a
placa nao tem restrigdes unilaterais. O estudo foi feito utilizando o elemento ACM e o elemento BFS.

Na Tabela 9 e na Figura 39 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com

o elemento ACM e cinco malhas de diferentes graus de refinamento.

Nas Figuras 40, 41 e 42 apresentam-se os correspondentes modos de encurvadura obtidos

com a malha mais refinada (32x32.

Na Tabela 10 e na Figura 43 apresenta-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com
o elemento BFS e cinco malhas de diferentes graus de refinamento. Tal como nos casos anteriores
verifica-se a evolugdo monotdnica das cargas de bifurcagéo para o elemento BFS e n&o se representam
os modos de instabilidade por serem semelhantes aos obtidos com o elemento ACM.

Em suma, é possivel concluir que as cargas de bifurcagdo utilizando elementos ACM ou
elementos BFS sdo muito semelhantes no caso de se usarem malhas mais refinadas. Por outro lado,
neste caso de placa quadrada, no caso da malha menos refinada, ja ndo se verifica a troca de ordem

das cargas de bifurcagéo entre os primeiro e o segundo modos.

A A

YYVVYVYVYVYVY
AAAAAAAAA

Figura 38- Placa Quadrada com os trés bordos SA e um livre submetida a compresséo unidirecional

segundo x; sem restricdes unilaterais.
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Tabela 9- Resultados das cargas de bifurcagdo de uma placa retangular sem impedimentos unilaterais,
trés bordos SA e um livre, submetida a esforgos de compressdo unidirecional, em fungdo do

refinamento da malha para o elemento ACM.

N° Elementos Finitos 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625 0.3125
[logz(h)]| 1 2 3 4 5
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
x102 X102 x10? X102 x102
A 2.5289 2.5390 2.5355 2.5341 2.5338
Ay 9.4570 7.9676 7.9094 7.8836 7.8761
A3 12.2275 13.5363 14.0813 14.2413 14.2825
Ay 16.9163 14.7300 15.7375 16.0663 16.1550
As 23.8625 17.2625 16.9700 16.8563 16.8225
Ae 30.8738 22.1025 23.6788 24.2463 24.4063

No livro [11] (p. 362) encontra-se a forma de calcular o espa¢o de membrana critico de placas
retangulares com o carregamento e condi¢gdes de apoio indicados na Figura 38. Para o coeficiente de
Poisson v = 0.25 (muito proximo do valor 0.30 adotado nesta dissertagédo) a carga critica € dada por:

- TTZDf 2 74
Ao = 144 == = 2.5266 x 10° kN/m. (74)

valor que compara muito bem com os valores de 4, indicados nas Tabelas 9 e 10.
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Figura 39- Grafico das cargas de bifurcacéo da placa da Figura 38 em fungédo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito ACM).
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Figura 40- Modos de encurvadura da placa quadrada da Figura 38 com trés bordos SA e um livre submetida a esforgos de compressao unidirecionais
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0.2

segundo x1 sem constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 32x32. ¢c) Modo 3 Az = 14.2825x10?kN/m d) Modo 4 A4 = 16.1550x10% kN/m.
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Tabela 10- Resultados das cargas de bifurcacdo de uma placa retangular sem impedimentos

unilaterais, trés bordos SA e um livre, submetida a esforgos de compresséo unidirecional, em fungéo

do refinamento da malha para o elemento BFS.

N° Elementos Finitos 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625 0.3125
llogz(h)) 1 2 3 4 5
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
x102 x102 X102 x102 x102
M 2.5504 2.5348 2.5336 2.5335 2.5335
Ay 9.4565 7.9311 7.8775 7.8739 7.8736
A3 14.4900 14.3175 14.2975 14.2966 14.2966
Ay 17.9200 16.2663 16.1913 16.1855 16.1851
As 24.1838 17.3663 16.8525 16.8134 16.8108
Ae 31.9613 25.0450 24.5063 24.4638 24.4609
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Figura 43- Grafico do comportamento das cargas de bifurcagao da placa da Figura 38 em fungéo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito BFS).
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4.3.2 — Com restrigoes unilaterais em sentidos opostos

Nesta secgao estuda-se a encurvadura da placa analisada na sec¢éo 4.3.1, quando esta possui
dois impedimentos unilaterais de sentidos opostos localizados no centro e meio do bordo da placa, tal
como, indicado na Figura 44. O apoio interior impede o deslocamento para cima e o apoio de bordo
impede o deslocamento para baixo.

Na Tabela 11 e na Figura 45 apresenta-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas com
o elemento ACM e cinco malhas de diferentes graus de refinamento. Nas Figuras 46, 47 e 48 apresenta-

se os correspondentes modos de encurvadura obtidos com a malha mais refinada (32x32).

Na Tabela 12 e na Figura 49 apresentam-se as seis primeiras cargas de bifurcagdo obtidas
com o elemento BFS e cinco malhas de diferentes graus de refinamento. Os modos de bifurcagao
correspondentes séo idénticos aos do elemento ACM.

Verifica-se novamente que a evolugao das cargas de bifurcagdo com a diminui¢do do tamanho
do elemento finito € monotdnica apenas no caso do elemento BFS. Verifica-se igualmente que as
cargas de bifurcacao obtidas com o elemento ACM e com o elemento BFS sdo muito semelhantes para
as malhas mais refinadas.

Note-se que devido aos apoios unilaterais os modos 1, 3, 4, 5 e 6 da placa sem apoios
unilaterais (ver secgéo 4.3.1) ndo sdo possiveis neste caso. No entanto, os modos 2, 3 e 4 (e as

correspondentes cargas de bifurcagao) obtidas na secgéo 4.3.1 sdo ainda possiveis neste caso.

Em suma conclui-se que o primeiro modo de bifurcagdo neste caso, ativa o apoio unilateral
interior, pelo que, difere do obtido para o caso sem apoios unilaterais (ver secgao 4.3.1). Assim, verifica-
se um aumento da carga de bifurcagdo desta placa ao serem introduzidos os apoios unilaterais, pelo
que a carga critica € superior ao caso sem apoios unilaterais. Nota-se também que os dois primeiros
modos sao bastante proximos, diferentemente do ocorrido no caso sem contacto (ver secgéo 4.3.1).
Para além disso, verifica-se ainda que as cargas de bifurcagdo dos 1° € 2° modos s&o ambas inferiores
as do 2° modo da placa sem apoios unilaterais (ver secgéo 4.3.1).
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Figura 44- Placa Quadrada com os trés bordos SA e um livre submetida a compresséo unidirecional

segundo x1 com restricdes unilaterais no centro da placa e a meio do bordo livre.

Tabela 11- Resultados das cargas de bifurcacdo de uma placa retangular com impedimentos
unilaterais, trés bordos SA e um livre, submetida a esforcos de compressao unidirecional, em fungao

do refinamento da malha para o elemento ACM.

N° Elementos Finitos 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625 0.3125
[logz(h)| 1 2 3 4 5
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
x102 x102 x102 x102 X102
M 5.9463 6.3349 6.4106 6.4455 6.4578
A, 6.3626 6.5061 6.7081 6.7535 6.7626
A3 9.4570 7.9676 7.9094 7.8836 7.8761
Ay 12.2275 13.5365 14.0809 14.2408 14.2825
As 16.9166 14.7305 15.7378 16.0666 16.1550
Ag 30.1034 21.2896 22.9238 23.1726 23.3050
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Figura 45- Grafico do comportamento das cargas de bifurcagao da placa da Figura 44 em fun¢do da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito ACM).
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Figura 46- Modos de encurvadura da placa quadrada da Figura 44 com trés bordos SA e um livre submetida a esforgos de compressao unidirecionais

segundo x1 sem constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 32x32. a) Modo 1 A7 = 6.4578x10%2kN/m b) Modo 2 A, = 6.7626x10% kN/m.
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Figura 47- Modos de encurvadura da placa quadrada da Figura 44 com trés bordos SA e um livre submetida a esforgos de compressao unidirecionais

segundo x1 sem constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 32x32. c) Modo 3 A; = 7.8761x102kN/m d) Modo 4 A; = 14.2825x10% kN/m.
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Figura 48- Modos de encurvadura da placa quadrada da Figura 44 com trés bordos SA e um livre submetida a esforgos de compress

sequndo x1 sem constrangimentos unilaterais, obtidos com uma malha de 32x32. e) Modo 5 A5 = 16.1550x10%kN/m d) Modo 6 As = 23.3050x10% kN/m.
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Tabela 12- Resultados das cargas de bifurcacdo de uma placa retangular com impedimentos

unilaterais, trés bordos SA e um livre, submetida a esforgos de compresséo unidirecional, em fungéo

do refinamento da malha para o elemento BFS.

N° Elementos Finitos 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
h [m] 0,5 0,25 0,125 0,0625 0.3125
llogz(h)) 1 2 3 4 5
[kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m] [kN/m]
x102 x102 x102 X102 x102

A 6.8850 6.5218 6.4755 6.4661 6.4640

Ay 7.0668 6.8051 6.7733 6.7668 6.7653

A3 9.4565 7.9311 7.8775 7.8739 7.8736

Ay 14.4900 14.3169 14.2980 14.2966 14.2966

As 17.9195 16.2658 16.1910 16.1855 16.1851

Ae 30.5746 23.7906 23.3881 23.3533 23.3505
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Figura 49- Grafico do comportamento das cargas de bifurcagao da placa da Figura 44 em fungéo da dimensao h dos elementos finitos (elemento finito BFS).

74



5- Conclusoes e desenvolvimentos futuros

Nesta dissertacao tratou-se da analise pelo método dos elementos finitos de placas finas a
encurvadura na presenca de obstaculos pontuais de carater unilateral. Consideraram-se placas
retangulares e quadradas com varios tipos de carregamentos de membrana incluindo o carregamento
de compressao e o de corte. Usaram-se dois tipos de elementos finitos, o ACM e o BFS, para se
obterem as cargas de bifurcagdo e os modos de instabilidade em cenérios de auséncia e presenca de

obstaculos unilaterais pontuais.

Utilizou-se um algoritmo apropriado para a resolugéo do problema de valores e vetores proprios
de complementaridade baseado na extensdo do método de Newton- Raphson a sistemas n&o suaves

do tipo complementaridade.

Para cada placa e tipo de carregamento calcularam-se as seis cargas de bifurcagdo mais
baixas e os correspondentes modos de instabilidade, para diferentes refinamentos da malha de
elementos finitos

A validagéo do algoritmo programado foi feita através de comparacgéo de resultados com os
casos em que ndo existem apoios unilaterais e em que as cargas criticas podem ser obtidas

analiticamente, estando disponiveis na literatura.

Confirmou-se que a convergéncia das cargas de bifurcagdo obtidas com o elemento BFS é
mondtona por valores superiores a medida que se refina a malha, sem ou com obstaculo, enquanto a

convergéncia é em geral ndo monoétona quando se usa o elemento ndo conforme ACM.

Confirmou-se também que a carga de bifurcacdo mais baixa (carga critica) quando ha
obstaculos unilaterais nunca € inferior a carga critica no caso homélogo sem os obstaculos unilaterais,

tal como se verifica em colunas e poérticos [3], [12].

A validagdo permite concluir que o programa desenvolvido no ambito desta dissertagdo no
ambiente Matlab funciona corretamente e que a introdugéo de apoios unilaterais conduz ao aumento
da carga critica da placa sempre que pelo menos um dos constrangimentos unilaterais € ativado no

modo fundamental.

Como desenvolvimento futuro podemos considerar apoios unilaterais elasticos para simular a
encurvadura unilateral de painéis sandwich delaminados ou encurvadura de placas sujeitas a esforgos

de membrana ndo uniformes.
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Anexo — Matrizes de rigidez e geométrica elementares dos elementos ACM e
BFS

O conteudo deste anexo é baseado na dissertagao de mestrado [13].
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Matriz de Rigidez, K(©)

Por simplicidade de representacio, divide-se a matriz K¢ em submatrizes tal que
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As referidas submatrizes sao, entao, as seguintes:
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Matrizes M((fg)
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Matriz de rigidez, K©

Analogamente ao que se fez para o elemento ACM, divide-se a matriz K© em subma-

trizes tal que

il
(s} e (=] e
K(e) =} Kz.l Kz,z K3,2 Ka,z
Mg gl gl gl

© Rk O o

e e e e

K K4,2 K4,3 K,

Matrizes Mf}e;

O que foi dito em relacio a divisao da matriz K¢ em submatrizes, é igualmente valido
(e)

para todas as matrizes M, ;. Assim tem-se

M N e e
2,1) (e 2,2) (e 3,2) (e)T 4,2) (e)T
Mad M Ma MGS

(e) _ af |
af (3,1) (e) (3.2) (e) (3,3) (e) (4,3) (e)T"
A i {E) g <E> i re) s ( )
,1) (e ,2) (e 3) (e 4) (e
Mo_ﬁ Maﬁ Mm’i M(xﬁ
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