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Resumo

O problema de determinagio de uma politica dptima de investimento é um problema da maior pertinéncia,
quer a nivel das consequéncias priticas e financeiras, quer pelo interesse matemdtico que tal desperta.
Neste trabalho assume-se que a procura por determinado servigo segue um movimento Browniano
geométrico com saltos de Poisson, e que ao decisor cabe determinar o momento em que deverd efectuar o
investimento. Note-se que este momento de investimento é consequéncia de um balango entre os custos
de investimento envolvidos (que, como se verd, sdo irreversiveis) e da expectativa de ganhos futuros
decorrentes deste investimento.

Em particular analisa-se a situagdo referente ao momento éptimo de investimento no transporte de alta
velocidade ferrovidrio (vulgo TGV). Este estudo é realizado recorrendo a andlise de opgdes reais (AOR),
assumindo um contexto estocdstico.

Tal como se verd no decorrer do trabalho, a determinagdo do dito momento dptimo de investimento pode
ser vista como um problema de paragem Optima, pelo que uma das técnicas utilizada é a programagio
dindmica.

Numa primeira situagdo assume-se que apenas hd um processo estocdstico envolvido (a procura pelo
servigo), e numa segunda situagdo procura-se estudar o caso em que as préprias despesas de investimento
podem ser modeladas por um processo estocdstico. Esta sequnda situacdo - mais proxima da realidade
financeira - permite ainda considerar questoes pertinentes (nomeadamente sobre a correlagio dos processos
envolvidos).

Os resultados tedricos sio ilustrados recorrendo a simulacoes, permitindo nalgumas situagoes retirar
conclusdes sobre a politica optima de investimento, no tocante ao momento em que esta deve ser realizada

e a despesa associada a esta decisdo.

Palavras-chave: Opcdes Reais, Problema de Paragem Optima, Programacio Dinamica, Valor
Optimo de Paragem, Momento Optimo de Paragem, Movimento Browniano Geométrico, Pro-

cesso de Poisson.






Abstract

The problem of determining an optimum investment policy is notable, both for its practical financial
consequences and for its mathematical relevance. In this work, we assume that the demand for a certain
good or service follows a Brownian geometric motion with Poisson jumps and that the agent must
determine the moment in which the investment will be made. Notice that this investment moment is
consequence of a trade off between the investment costs (which, as we will see, are irreversible) and the
expected future earnings from that investment.

In particular, we analyze the optimal investment moment for the high speed transportation (the so called
TGV). This case study is performed by using real option analysis, assuming a stochastic context.

As we will see, determining the optimal investment moment can be regarded as a optimal stopping
problem, and as such, we will use dynamic programming.

At first, we assume a single stochastic process involved (the demand) and later we try to reason about the
case where the investment expensed themselves are modeled by a stochastic process. The later situation
- closer to the financial reality - allows us to consider interesting questions, like the correlation between
the processes.

The theoretical results are presented with the aid of simulations, allowing us, in some cases, to draw
conclusions about the optimal investment policy in regard to the moment when it should be executed and

the expenses associated with such decision.

Keywords: Real Options, Optimal Stopping Problem, Dynamic Programming, Optimal Stop-

ping Value, Optimal Stopping Time, Geometric Brownian Motion, Poisson Process
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1 Introducao

Actualmente, o mercado financeiro é caracterizado por uma grande incerteza. Tal incerteza
afecta necessariamente o Processo de Tomada de Decisdo (processo através do qual se escolhe
uma alternativa de entre o conjunto de ac¢des potenciais em cada situacdo) de qualquer inves-
timento.

Uma decisao acerca de um investimento financeiro pode ser tomada de acordo com diversas

condigodes:

e Condigoes de certeza: ocorrem quando a decisdo é feita com pleno conhecimento de todos
os estados da natureza , ou seja, existe a certeza do que ird ocorrer durante o periodo em
que a decisdo é tomada;

e Condigdes de risco: ocorrem quando sdo conhecidas as probabilidades associadas a cada
um dos estados de natureza;

e Condigoes de incerteza: ocorrem quando é desconhecida a probabilidade associada aos
eventos;

e Condigdes de competigdo ou condigdes de conflito: ocorrem quando estratégias e estados

da natureza sdo determinados pela ac¢do de competidores.

Naturalmente, a maioria das situag¢des reais caem na categoria de decisdo sob condi¢des de
incerteza.

Neste trabalho avaliamos a opgdo de realizar ou diferir um investimento num ambiente
de incerteza (modelado estocasticamente) recorrendo & Andlise de Opg¢des Reais. Este tipo de
analise introduz novas perspectivas sobre o impacto da incerteza no valor de um projecto. O
método de andlise de opcdes reais considera que na opgdo de investir se deve levar em conta
que:

e o investimento pode ser um custo (parcial ou totalmente) irreversivel;

e existe a possibilidade de adiar a concretizagdo do projeto em virtude das incertezas.

A avaliagdo simplista de comparar a priori se os beneficios esperados do projecto sdo maiores
que os seus custos e tomar a decisdo de investimento nesse instante deve ser revista ja que
menospreza a incerteza existente no projecto, que o pode tornar rentdvel num instante posterior.

A andlise de opg¢des reais, apesar de conceptualmente simples, é de grande utilidade na
andlise de projectos influenciados por diversas fontes de incerteza. A sua aplicagdo envolve
a elaboragdo de modelos matematicamente mais complexos quando comparados com outros
métodos frequentemente utilizados, incluindo andlise probabilistica das opgoes.

O processo de tomada de decisdo sobre um projecto de investimento em activos reais pode



ser afectado por varios tipos de opcdes reais. As mais utilizadas sdo, naturalmente, as que
conferem um maior realismo a modelagdo, ou seja, as que se caracterizam pela flexibilidade
que oferecem. Entre estas contam-se opgdes como a Opgdo de Diferimento, Opgdo de Expansao

ou Opgédo de Abandono.

Nesta dissertagdo, vamos apenas debrugar-nos sobre o estudo da opgdo de diferimento que
consiste, essencialmente, na oportunidade de esperar para realizar o investimento, o que pres-

supOe que seja possivel quantificar o “valor” da espera.

De forma simples, 0 nosso objectivo é decidir se, em cada instante, devemos investir ou
esperar - Opcado de Diferimento. Em tltima andlise, o que queremos saber ¢ 0 momento em que
se deve tomar a decisdo de investir ou, em termos de problemas de decisdo, queremos resolver
um Problema de Paragem Optima onde o instante em que se deve fazer o investimento é o

Momento de Paragem Optima.

Este problema é resolvido num ambiente estocéstico, considerando uma ou duas incertezas
e recorrendo a técnica de Programacdo Dindmica que apresenta intimeras aplicagdes no campo
da economia e das finangas. Em [7] sdo apresentadas duas técnicas para optimiza¢do dindmica

sob incerteza: a programacao dinamica e a anélise de activos contingentes.

Os resultados teéricos apresentados no decorrer da dissertagao vao ser aplicados ao caso real
do projecto de investimento no novo servico de alta velocidade ferroviaria (TGV). Assumiremos

dois ambientes de incerteza:

1. a procura pelo TGV é a tinica fonte de incerteza;

2. além da procura pelo TGV, a despesa de investimento é também uma fonte de incerteza.

As incertezas aqui enunciadas sdo modeladas ou como um Movimento Browniano Geométrico
ou como um Movimento Browniano Geométrico com saltos. Vamos derivar o valor da opcao
de diferimento e, assumindo os dados presentes em [13] e [6], obter valores numéricos que
nos permitirdo retirar algumas conclusdes. Fazendo uma anélise a simulagdes do Movimento
Browniano Geométrico e do Movimento Browniano Geométrico com saltos, obteremos o mo-

mento 6ptimo para investir.

No presente trabalho usamos diversos conceitos e resultados de Matemética Financeira,
Analise de Opgdes Reais e de Programagado Dindmica. Nao é nosso objectivo fazer uma descrigao
nem formal nem alargada de tais conceitos. Sempre que tal se justificar, remeteremos para
literatura apropriada. Porém, deixamos neste capitulo alguns conceitos e resultados chave.

Seguindo a notagdo usada na literatura (por exemplo [2]), utilizaremos a forma diferencial das

2



equagdes estocdsticas do tipo:
dX = fi(Xe, dXe + fo(Xe, AW,

onde {X;,t > 0} é usualmente designado por processo de difusio (sob determinadas condi¢des
para f1 e f2) e {Wy,t > 0} é um movimento Browniano. Um movimento Browniano satisfaz as

seguintes condicoes:
e Wo=0;
e {W;,t > 0} tem incrementos independentes e estaciondrios;
o W; ~ N(O,1).

Note-se que {W;} é um processo continuo em toda a parte e diferencidvel em parte alguma ([8]),
pelo que a notagdo dW; é abusiva (uma vez que ndo é possivel derivar {W;} no sentido usual).
Este processo descreve a evolugdo de um activo assumindo que o valor da varidvel que o
modela é alterado, em cada intervalo infinitésimal, por uma quantidade que é distribuida de
acordo com uma normal (que modela o “ruido” a que a evolucdo do activo esta sujeita). Em
casos gerais, a distribui¢do normal é uma boa escolha para este ruido, ja que modelamos todos
os factores externos que influenciam o valor do activo como factores aleatérios independentes
(o teorema do limite central garante que a soma destes factores é bem aproximada, sob deter-

minadas condi¢des, que assumimos serem satisfeitas, por uma distribui¢do normal).

Em alguns casos, faz sentido adicionar expressividade ao modelo permitindo a existéncia de
“saltos”. Ossaltos referem-se a choques stibitos no valor da varidvel que ocorrem aleatoriamente
no tempo. A ideia é reconhecer que, para além do ruido de fundo da evolugdo continua, existem
eventos que tém um impacto profundo e imediato no valor do activo; por exemplo, um gestor
conceituado que se reforma, um ataque terrorista, uma mudanca de legislacdo ou governo, etc.

Caso o processo {X;} esteja sujeito a saltos (independentes do processo) regidos por um pro-

cesso de Poisson {N;, t > 0}, de taxa A, entdo {X;} é descrito pela equagdo diferencial estocastica
dXy = fi(Xy, )dXe + fo(Xi, )AW: + f3(Xe, )AN; (1.1)

(1+U) com probabilidade Adt
onde dN; =

0 c.c.
com U a dimensao do salto (assumida constante e deterministica, para simplificar a apresen-

tacdo). Quando {X;} tem a dindmica expressa pela equacdo (1.1), entdo as suas trajectérias tém
saltos de descontinuidade modelados por um processo de Poisson. Entre saltos consecutivos

as trajectorias sdo continuas.



No trabalho que a seguir se apresenta, utilizaremos também alguns resultados provenientes
do cdlculo de It6. Mais uma vez, escusamo-nos a apresentar os detalhes, que podem ser
encontrados em [2] ou [12], entre outros. Referimos apenas, e mais uma vez em tom informal,

a seguinte tabela de multiplicagdo para incrementos do tipo dt e dW;:

o (dt)?=0;

o dWidt =0;
o (dWy)? =dt
o E[dW;]=0.

Note-se que em face das igualdades anteriores, segue que (1—pdt)(1+pdt) = 1-pdt+pdt+p*dt* =
1. O significado e razdo destas igualdades pode ser encontrada nas mesmas referéncias atrds
citadas.

No caso particular em que fi(Xs, t) = uX;, fo(Xi,t) = 0Xi e f3(X¢,t) = 0, onde u e 0 sdo

constantes (¢ € R e ¢ > 0), vem que
aX; = [.lXtdt + o X;dW; (12)

define o que é usualmente designado por Movimento Browniano Geométrico (ou Movimento
Geométrico Browniano, do termo Anglo-Saxénico “Geometric Brownian Motion”). Neste caso,

a equagdo diferencial estocastica (1.2) tem solu¢do dada por:

52
Xi = xexp {(y - E)t + aWt}

onde x = Xy é o valor da procura pelo TGV em t = 0. Decorre das propriedade de {W;} (que,
recorde-se, tem distribuicdo, para cada t, normal de valor esperado nulo e variancia t) que X;

tem distribui¢do log-normal, ou seja,

Xt UZ 2
In Xo N((u - 7)t,o t)

Neste caso, e uma vez que este resultado serd posteriormente utilizado, é facil ver que:
o) 2] Uzt
E[X{] = x%exp{ uto + 06 - OES (1.3)
uma vez que a fun¢do geradora de momentos de uma variavel aleatéria Y com distribui¢do
N(a, b) é dada por

b?s2
_ Ys| _
My(s) = E [e ] = exp {as + — }

de onde segue que

o2ts?
Mow,(s) = exp{ > }

Logo

4



2
E [Xf] =E [xe exp {y - %t@} exp {aWtG}] (1.4)

=x%exp {y - %Zte} E [exp {cW,;6}] (1.5)
=x%exp {y - %Zte} exp {t(026)2 } (1.6)
=xPexp {yt@ +0(6 - 1)";} (1.7)

Na tese é também utilizada a solucdo da equagdo (1.1) para f1(X, t) = uX, fo(Xi, t) = 0Xs e

f3(X¢, t) = X;. Quando tal se justificar, falaremos nesta solugao

2
Xi = xexp {(y - %) t+ aWt} 1+ N

e respectiva fungdo geradora de momentos
2
E [Xf] =xPexp {(Gy — %)t} E [exp {GaWt(l + U)N'” (1.8)
2
= 1% exp {(Qy + %9(9 “D+ A1+ ) - /\) t} (1.9)

A dissertagdo estd estruturada como se segue. No Capitulo 2 apresentamos a maioria do
contetido tedrico. Sao desenvolvidos todos os resultados necessarios a andlise efectuada e
aplicada no Capitulo 3 a um problema real (investimento no novo servigo de alta velocidade
ferrovidria). No Capitulo 3 é ainda apresentado, pela primeira vez, o procedimento para a
obtenc¢do do valor da opg¢do de diferimento num ambiente estocastico com duas fontes de
incerteza. No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados numéricos para todos os casos em

andlise. Finalmente, apresentam-se algumas conclusdes relativamente ao trabalho efectuado.






2 Enquadramento Geral

Neste capitulo fazemos um breve resumo sobre os conceitos de andlise de op¢des reais, processos
de tomada de decisdo e sobre os temas especificos que se tratam nesta dissertagao.

E um capitulo necessariamente resumido, ndo sendo objectivo uma analise completa do
assunto. Ao longo da exposigdo, deixaremos referéncias bibliogréficas onde o tema é explorado

com toda a formalidade e detalhe.

2.1 Anadlise de Opc¢oes Reais

Os investimentos que uma empresa pode fazer (presente ou futuramente) devem ser avaliados
face ao quadro econémico/financeiro/politico/social ([17]), sendo necessario criar um procedi-
mento racional sobre a tomada da decisdo de realizar ou ndo tais investimentos (com os custos
inerentes). Esta avaliagdo ndo é isenta de riscos pois existe incerteza acerca das condi¢des
econdmicas/financeiras/politicas/sociais, quer num futuro préximo quer num futuro distante
(7D

No contexto presente, a avultada incerteza que se verifica nos mercados gera a necessidade

de optimizar o processo de decisdo sobre oportunidades de investimento.

A Analise de Opg¢oes Reais ([18]), abreviadamente AOR, é uma abordagem que toma em
consideragdo a incerteza ao longo do tempo no processo de decisdo. Tradicionalmente, a in-
certeza acerca de condicdes futuras é assumida como um factor negativo, inerente a prépria
esséncia humana que lida mal com incerteza e aleatoriedade; mas a andlise de opgdes reais
considera tal incerteza como uma mais-valia, modelando-a matematicamente em termos de de-
cisdo sobre investimentos. Quando o futuro é incerto, existe a possibilidade de surgirem novas
oportunidades, sendo o decisor responsavel por escolher aceitar tais oportunidades, consoante

sejam favordveis ou nao (em termos imediatos ou futuros).

Uma opgdo real é o oposto de uma obrigacgdo ([16]); é um direito de tomar uma decisdo
acerca de um investimento. Possuindo uma op¢ado, exemplos de ac¢des que se podem tomar
sao:

o diferir (i.e., adiar a decisdo acerca da implementacao);

e expandir (i.e., reforgar o propésito do investimento);

e abandonar (i.e., desistir do projecto);

Note-se que ao diferir decisdes sobre investimento, pode-se, na verdade, estar a gerar lucro
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para a empresa em relacdo a tomar a decisdo no presente. O que presentemente pode resul-
tar num certo lucro/prejuizo, no futuro, sob outras condigdes ambientais, pode gerar lucros
maiores (ou prejuizos menores), sendo por isso a opcao de diferimento uma ferramenta para a
maximizagdo dos lucros futuros esperados. Neste trabalho, estamos interessados em estudar o

valor da Op¢ao de Diferimento num determinado contexto.

Faz entdo sentido usar um processo de decisdo que contemple a possibilidade de alteragdes
no decorrer dos projectos. Em contraste com os métodos tradicionais, que ignoram esta pos-
sibilidade, o uso da AOR introduz a capacidade de diferimento dos projectos ([18]). Ou seja,
o tempo em se deve fazer um investimento é um aspecto fundamental no processo de tomada
de decisdo pois durante o periodo de espera novas informagdes podem induzir mudangas nos

projectos iniciais, podendo mesmo levar ao seu abandono.

Sendo possivel adiar a realizacdo de um investimento, torna-se desejavel conhecer o valor
da opgdo de diferimento e o momento 6ptimo para se investir. O uso de opgdes de diferimento
tem grandes vantagens, uma vez que permite uma resolucdo progressiva das incertezas ine-
rentes ao projecto. E entdo possivel adiar um investimento que a partida nao seja favoravel até

que se torne mais rentdvel.

A principal questdo é saber quando é mais racional (em termos de maximiza¢do do lucro
esperado) fazer um investimento (“Serd agora ou devemos esperar por um contexto econémico
mais favordvel?”). Ou seja, devemos incluir na opgdo de diferimento a oportunidade de inves-

timento e 0o momento 6ptimo para a sua realizacao.

2.2 Investimento no Servico de Alta Velocidade Ferrovidria

Neste trabalho pretende-se analisar a politica 6ptima de decisdo sobre investimento no servico
de alta velocidade ferroviaria. Trata-se de um exemplo tipico de aplicacdo do estudo da opcao
de diferimento inerente & tomada de decisdo. E um investimento de custo elevado e irreversivel,
influenciado por diversas incertezas que se traduzem na rentabilidade a médio e a longo prazo
do projecto. Adicionalmente, a existéncia de um servi¢o de alta velocidade ferrovidria tem
impacto em termos da competitividade de outros servicos: linha convencional, auto-estradas,
ligagdes aéreas, etc. Tem ainda um impacto social muito forte, podendo contribuir para o

desenvolvimento das regides onde é implementado ou ter consequéncias negativas para as



zonas de onde tais servicos eventualmente se relocalizam. A andlise deste investimento é
portanto muito complexa, uma vez que envolve custos e beneficios de diversos tipos, alguns

ndo contabilizaveis (custos sociais, por exemplo).

Aqui é feita uma andlise matemadtica deste problema, em linha com a efectuada em [13].
Note-se, no entanto, que a andlise ndo é exaustiva uma vez que ndo se lida com a competitividade
entre servigos, com o impacto social/politico/ambiental, ou com as consequéncias da possivel
relocalizacdo de industrias associadas ao servico ferrovidrio. Analisa-se o investimento per si,
isto é, pensando apenas na geragdo de lucros por passageiros. Para uma melhor compreensao

deste tema segerimos a leitura de [13].

A decisdo de investir ou ndo no novo Servigo de Alta Velocidade Ferrovidria - vulgo TGV
(e doravante assim designado), tem vindo a ser fortemente discutida no nosso pais. Estamos
perante uma oportunidade de investimento que vamos avaliar através da AOR, ja que a decisdao
acerca da adopgdo deste investimento tem as caracteristicas necessarias a este tipo de andlise
([7]): é irreversivel (pois os custos de investimento na linha de alta velocidade ndo podem ser
convertidos em investimentos na linha convencional, pelo menos de acordo com a tecnologia
presente), é flexivel (o investimento pode ser adiado até que condicdes ideais estejam reunidas)
e existe incerteza em relacgdo ao futuro. Inerente a decisdo (binaria) sobre investimento (ou ndo)

estd a derivagdo do instante 6ptimo em que esta se deve tomar.

Tal como atrds mencionado, ndo focaremos o nosso trabalho em todas as dimensdes do pro-
blema. Analisaremos a optimalidade do investimento em termos da geragdo de lucros materiais
devido a melhoria de qualidade e diminui¢do do tempo de viagem para os passageiros que
adoptarem este servigo. Consideramos que o principal beneficio associado a implementagao
do TGV é a reducdo do tempo de viagem. Também supomos que qualquer utilizador sé opta
por viajar no novo servico se lhe for mais conveniente; em particular, se o seu beneficio pessoal
for mais elevado que o associado as viagens pelo servigo convencional actual. O servigo de
TGV terd, para os passageiros, um impacto positivo (diminuindo o tempo de viagem) e um
impacto negativo (pois a tarifa do bilhete é superior a que pagardo com o servigo convencional),

pelo que a decisdo de viajar no TGV é o resultado do balango entre o factor tempo e o factor tarifa.

Assumiremos, por hora, que a incerteza associada a este projecto tem origem num tnico
factor, que doravante designaremos por procura pelo TGV, que serd modelado por um processo
estocdstico em tempo continuo, que se denota por {X;,t > 0}. Para definir a politica 6ptima de

investimento deveremos indicar:

e Nivel critico da procura, x*: designa o valor da procura que justifica que se tome a decisao



de investir no projecto. Claramente, é fungdo do balanco entre o investimento (que numa
primeira fase se assume constante e igual a y e que, posteriormente, se assume também
aleatodrio) e os ganhos esperados futuros traduzidos pela prépria procura pelo servico;

e Momento 6ptimo para se investir, t*: designa o instante em que, pela primeira vez, o nivel
da procura é superior ou igual ao nivel x*, pelo que #* designa o instante em que se deve

tomar a decisdo de investimento.

Note-se que, na verdade, do ponto de vista probabilistico, t* é uma varidvel aleatéria, um tempo

de paragem para o processo estocastico {X;,t > 0}, pois
t =inf{t : X; > x*} (2.1)

Formalmente, uma vez caracterizada a dindmica estocéstica da procura {X;, t > 0}, e sabendo
qual o nivel de procura que justifica o investimento, x*, entdo t* devera ser encontrado através
da equacdo (2.1). Porém, a determinacdo de t* raramente se consegue analiticamente (excepto
para casos triviais de {X;, t > 0}), pelo que teremos de recorrer a simulagdo de processos.

Ao longo da dissertagdo, assumiremos dois tipos de modelagdo estocdstica para a procura
{Xt ,t > 0}

e Movimento Geométrico Browniano (processo com trajectdrias continuas);

e Movimento Geométrico Browniano com Saltos (processo com trajectérias eventualmente

descontinuas).

No primeiro caso, o modelo subjacente é:

de = ‘LLXtdi' + aXtth (22)

onde {W;,t > 0} é o movimento Browniano padrdo. Na equacdo (2.2), u representa o “drift”
(tendéncia) e 0 a difusdo (uma medida de volatilidade), que se assume serem ambos conhecidos.
Note-se que adoptamos a notagdo usual de Matemaética Financeira ([2]), nomeadamente pela
utilizacdo da notacdo (abusiva) do diferencial d.

No segundo caso, assumimos que {X;, t > 0} é modelado pela equagéo:
de = ‘LlXtdi' + aXtth + UXtht (23)

onde {N;,t > 0} é um Processo de Poisson de taxa A, independente de {W;}, que modela a
periodicidade dos saltos e U é o valor desses saltos. Note-se que esta equagdo significa que,

caso ocorram saltos no intervalo infinitesimal (¢, f + /) entdo, omitindo a parte continua,

Xevn = (1 + U)X,
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Neste trabalho, seguiremos as hip6teses de [13] e [6], assim como os desenvolvimentos
matematicos neles apresentados.

Numa fase posterior, assumiremos que existe outra fonte de incerteza associada ao problema
(para além da procura): a despesa de investimento. Do ponto de vista da aplicagdo, trata-se
de uma hipétese realista, uma vez que a prépria despesa de investimento devera ser fungdo de
muitos factores, conduzindo ao seu caracter profundamente aleatério e dependente do instante
em que a decisdo sobre o investimento for tomada.

Assim, para além da dinamica da procura {X;, t > 0}, iremos também assumir que a despesa
de investimento, doravante designada por {I';, t > 0}, € um processo estocdstico, com caracteris-
ticas idénticas ao processo de procura.

Para ambos os casos deduziremos x*. S6 determinaremos t* recorrendo a simulagdes.

Assumiremos que o tempo entre a tomada de decisdo sobre o investimento e a sua imple-
mentacdo é fixo e igual a n, i.e., n é o tempo que demora a constru¢do do TGV, durante o qual
s6 o servico convencional funciona.

Para definir correctamente todas as varidveis e pardmetros que influenciam a tomada de
decisdo, precisaremos também de definir custos associados quer a tarifa da viagem, quer ao
tempo que demora fazer a deslocacdo. Desta forma, para s < t* + n assumiremos que o custo

de cada viagem é dado por ¢ e que pode ser visto do seguinte modo:

Y=n+p

onde 717 é o valor do tempo gasto numa viagem e p € a tarifa associada a essa deslocagdo, ambos

fun¢do da procura da seguinte forma:

n(X;) = pX! (2.4)

p(X,) = aXl° (2.5)

onde 6 e , sdo usualmente designados por elasticidade (sendo 0g a elasticidade entre o valor
do tempo, 17, e a procura no instante s, X;, e §,, a elasticidade entre o valor da tarifa, p, e a procura,
Xs) e a é o parametro de escala que relaciona a procura, X, e a tarifa, p. Note-se que se estd a
assumir uma utnica tarifa e um tnico tempo de viagem, pelo que se estd a estudar na verdade
um processo de comparagdo entre o servigo convencional e o servigo da alta velocidade para
um projecto concreto. No decorrer deste estudo, vamos assumir que 6g = 6, = 6 (elasticidades
iguais para a tarifa e para o tempo).

A equagdo (2.4) contabiliza o tempo da viagem em termos de custo total, sendo diferente

consoante se considere o periodo anterior a implementacao e o perfodo apds a implementagao
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do investimento. Tal relagdo é afectada pelo pardmetro § que assume dois valores distintos, 51
e B2, tal que a diferenga entre eles mede o impacto na redugao do tempo da viagem.
Assim, o custo (total) da viagem difere consoante esta seja efectuada pelo servigo actual (y1)

ou pelo servigo TGV (i), dado por:

P1(Xs) = p1 X2 + aX® (2.6)

¥a2(Xs) = Bo X2 (2.7)

paras <t' +n.

Note-se que em (2.7) ndo se inclui o custo associado a tarifa, pois tradicionalmente este
custo é incorporado na despesa de investimento. A nosso ver, esta decisdo é discutivel, uma
vez que do ponto de vista matemaético seria possivel incorporar o custo de forma semelhante na
equacdo (2.6). Porém, seguimos a abordagem de [13] de forma a utilizar os desenvolvimentos
af apresentados.

Por dltimo, assumimos a existéncia de custos operacionais constantes ao longo do projecto,

designados por ¢.

Posto isto, a questdo que se coloca €, sob as hipdteses e 0 modelo subjacente para o custo
de investimento e a procura do servico de alta velocidade, qual a politica 6ptima de inves-
timento. Na verdade, pretende-se derivar uma regra que indique a partir de que nivel de
procura, para um dado valor de despesa de investimento, se deve avangar com a decisdo de
construcdo do novo servi¢co. Em linguagem de programagdo dinamica, este problema pode ser
enunciado como um problema de paragem 6ptima, pelo que na secgdo que se segue se descreve

sucintamente a técnica de programacdo matematica.

2.3 Optimalidade das Decisdes - Programac¢ao Dindmica

Nesta sec¢do descrevemos a técnica de programacado dindmica, apenas com o detalhe necessario
para o restante do trabalho. Para uma leitura mais formal do tépico, sugere-se a consulta de

[7], no qual nos basedmos para a redacgdo desta secgao.

Numa primeira abordagem, vamos admitir que o tempo é discreto, com incrementos
unitarios.
Num problema de paragem ¢ptimo existem controlos que actuam sobre o balango dos lucros

(fluxos de caixa, como usualmente sdo designados na literatura financeira). No caso presente,
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em cada instante s6 é possivel tomar uma de duas ac¢des: continuar ou parar, como de seguida

se enuncia. Seja entdo u; a decisdo tomada no instante ¢, com

continuar
Uy =
parar

Neste caso especifico, parar significa que vamos implementar o novo servigo de alta velocidade
ferrovidria em ¢t; por outro lado, continuar significa que devemos esperar por um momento em
que o investimento seja mais rentdvel. Além disso, assim que se decida parar, ndo ha mais
nenhum accdo que se possa tomar.
Para um instante ¢, seja x; o valor da varidvel de estado X; (que no caso desta tese, é o nivel
da procura) nesse ponto, aqui assumido como conhecido. Adicionalmente, assume-se que:
e 7t(x;) designa o fluxo de caixa (balango entre as receitas e as despesas no instante ¢, se
nesse instante se adoptar a decisdo de continuar, sendo a procura igual a x;);
e F(x;) designa o lucro futuro (balango de todas as receitas e despesas a partir do instante ¢);
e p designa a taxa de actualizagdo (a qual se assume constante e deterministica para todos
os instantes).
Caso a decisdo seja continuar, o lucro futuro em ¢, F(x;), é igual ao fluxo neste instante, 7t(x;),

mais o valor esperado do lucro futuro em ¢ + 1, devidamente descontado, i.e.:
7(%) + ——E [F(X;o) o] 2.8)
t 1+ p t+1)1A¢t .

onde o operador valor esperado em (2.8) é em relagdo a varidvel de estado X;,1. Na literatura
financeira o valor E [F(X;11)|x¢] é usualmente designado por Valor de Continuidade.

Seja Q(x¢) o lucro associado a paragem (i.e., associado a decisdo de implementacdo imediata
do TGV, o caso em andlise). Entdo se em cada instante se toma uma decisdo que maximiza o
lucro, estamos perante uma politica 6ptima. Assim sendo, em cada instante deve-se comparar
o lucro associado a paragem (€)(x;)) e o lucro associado a continuacao (rt(x;) + ﬁE [F(Xes1)lxe])-

Se mt(x;) + ﬁE [F(X¢+1)lx¢] > Q(x;), entdo é mais vantajoso para a empresa continuar (e adiar
a decisdo de investimento); caso contrario, a empresa deve parar e proceder ao investimento. A
comparagdo entre os dois lucros deve ser feita até que, pela primeira vez, {)(x;) exceda o lucro

de continuagdo. Temos entdo que o lucro futuro, F(x;), é dado pela seguinte equagdo:
1
F(xt) = max {Q(xt)l m(xe) + mE [F(Xt+1)|xt]}

Definigio 2.3.1 (Decisao Optima,Regido de Continuacio,Regido de Paragem).
No instante t, seja

C=fx:m(x) + %E [l > Q)
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Entdo, se x € C, diz-se que a decisdo 6ptima é continuar (i.e., adiar a decisdo de investimento). Se, pelo
contrdrio, x ¢ C, entdo diz-se que a decisdo 6ptima é parar (i.e., iniciar a implementagio do TGV).

O conjunto C designa-se por Regido de Continuagdo e o seu complementar por Regido de Paragem.

Todas as defini¢des apresentadas estdo formalizadas em [7]. Caso C # 0, entdo existe
necessariamente pelo menos um valor que define a fronteira entre as duas regides, que serd
designado por nivel critico ou, de forma mais intuitiva, valor 6ptimo de paragem.

Segue-se que o momento Optimo de paragem, definido anteriormente na equagao (2.1),

pode, equivalentemente, ser definido da forma
. _ 1
t'=inf {t s Q(Xy) > (X)) + mE [F(Xt+1)|Xt]}

Entdo, decorre que o valor 6ptimo de paragem pode ser definido a custa de t*, como a seguir se
apresenta.
Definigio 2.3.2 (Valor Optimo de Paragem). O valor 6ptimo de paragem, x*, é 0 valor para o qual

a decisdo de continuar é optima se X; < x* e a decisio de parar é éptima se X; > x”.

Tendo ja definido, ainda que informalmente, a politica 6ptima de decisdo associada ao pro-
cedimento em tempo discreto, vamos generalizar os resultados para o caso de tempo continuo.

Note-se que decorre da Equagao de Bellman ([7, 15]) que na regido de continuagédo o lucro é
dado por:

F(xy) = m(xs) + ﬁls [F(Xen)lx] 2.9)

Para um intervalo infinitéssimal dt, para o qual a procura varia dX;, a expressao (2.9) pode ser

reescrita, em tempo continuo, da seguinte forma:

F(x) = met + 1o E [P 2.10)
= N(Xt)dt + 1+ pth [F(xt + dXt)lxt] (211)
pois
F(xt + dXt) = dF(Xt) + F(xt) (212)
pelo que
E[F(x; +dXp)lx:] = E[dF(X¢)lxe] + F(xt)
Assim,
F(x) = et + o (B0l + F(x)
s
(1 + pdt)F(x;) = (1 + pdt)r(x;)dt + E [dF(X¢)lxe] + F(x¢) (2.13)
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Aplicando o factor (1 — pdt) a expressado (2.13):

(1= pdt)(1 + pd)F(x;) =1 — pdt)(1 + pdbym(x;)dt + (1 — pdt) (E [AF(Xp)lx,] + F(xp))
Lt

F(x¢) =m(xg)dt + (1 — pdt)F(x¢) + E [AF(X¢)|x] (2.14)
dado que dF(X;) é da ordem de dt (em virtude de (2.2) e da férmula de It6), vem que:
(1 = pdt)dF(Xy) = dF(X;) — pdtdF(X;) = dF(Xy)

pois dtdF(X;) = (dt)? = 0.

Por outro lado, na regido de paragem,
F(xt) = Q(x¢) (2.15)

Combinando a regido de continuagdo e a de paragem, resulta que se se aplicar o principio de
optimalidade de Bellman em cada instante, a fungdo lucro F (para tempo continuo) é solucao
da equagao:

F(x;) = max {Q(x;), m(x)dt + (1 — pdt)F(x;) + E [dF(Xy)|x:]} (2.16)

O objectivo é encontrar uma func¢do F que obedeca a esta equacdo. Encontrando F estaremos
também, pelo principio de optimalidade de Bellman, a determinar a politica 6ptima, uma vez
que para cada instante t é determinada a decisdo (6ptima) u;.

Na regido de continuagdo, de acordo com a equagao (2.14):
F(x¢) = m(xp)dt + (1 — pdt)F(x;) + E [dF(X¢)lx¢]
© pdtF(x;) = m(x;)dt + E [dF(Xy)lx]
1
© pF(x;) = m(xy) + EE [dF(X¢)lx:] (2.17)
Note-se que nesta regido temos 7(x;) = 0, pois a oportunidade de investimento ndo gera nenhum
fluxo de caixa até ao momento em que este é feito, pelo que (2.17) pode ser reescrito da seguinte

forma

pdtF(x;) = E[dF(X;)lx:] (2.18)

Usando a Expansdo da Série de Taylor ([9]) e desprezando os termos de ordem superior a 2,
vem

’ 1 44
dF(x;) = F'(x;)dx; + 5F (x¢)dx? (2.19)

Recordando que {X;} obedece a equacdo (2.2), vem que a equagao (2.19), agora para X; arbitrario

e aleatoério, é dada por:
1
dF(X;) = F'(X) (e Xoddt + 0, XedWF) + SF () (uXidt + axXtde)z (2.20)

15



Aplicando o operador valor esperado e usando as propriedades que decorrem do facto de {W;}

ser um movimento Browniano (enunciadas na introdugao), vem que
’ 1 44
EMAF(X)IXi] = F'(Xp)jueXydt + SF" (X)orXpdt (2.21)

Agora substitutindo (2.21) em (2.18), vem

1 4 ’
SF/(X0orXi + F' (XX = pF(Xy) (2.22)
valida para qualquer {X;}. Em particular, significa que:
1 ’" 2,2 ’
EF (x)oex” + F'(x)uxx = pF(x)
que é uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem ([7]), cuja solugdo é dada por
F(X;) = AX? + BX + C (2.23)

onde A, B e C dependem do problema em estudo.
A equacdo (2.23) tem trés incégnitas, que podemos descobrir pela anédlise de trés condigdes
fronteira. Dado que se X; = 0, entdo ndo havera lucro, devemos ter a primeira condi¢do de

fronteira, conhecida por condicdo inicial, definida por:
F(0)=0

Pela equagdo de Bellman (2.16) sabemos que na regido de paragem (decisdo de investir) temos

F(X;) = Q(X¢). Entdo, por continuidade, podemos impor a seguinte condigao:
F(x*) = Q(x%)

para todo o t. Esta condigdo é conhecida na literatura ([7]) por Value Matching Condition.
No entanto, esta condi¢do ainda ndo é suficiente para levantar todas as indeterminagdes do
problema. Assim, introduzimos uma nova condi¢do conhecida na literatura ([7]) por Smooth
Pasting Condition, que consiste em exigir que para cada f, as fungdes F e () se encontrem
tangencialmente em x*, ou seja,

F'(x") = Q(x")

Agora que ja vimos como funciona a técnica de programacdo dindmica, podemos ver no

proximo capitulo o seu uso para a obtengdo do valor critico da procura pelo TGV.
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3 Enquadramento Especifico

No presente capitulo, deduzimos o nivel critico que justifica o investimento no TGV de acordo
com o modelo e principio de optimalidade de Bellman descrito no capitulo anterior.

Mais uma vez é seguido de perto o trabalho de [13], onde estao justificados todos os pressu-
postos econdémico-financeiros subjacentes ao modelo. Adoptaremos igualmente as defini¢des,
nomeadamente no tocante a fung¢do lucro (antes e apds a implementa¢do do projecto), aos
valores dos pardmetros e demais hipéteses. A nossa contribuicdo encontra-se focada, no seu
essencial, no modelo com duas incertezas e com saltos, situacdo ainda nio tratada na literatura.

Recorde-se que assumimos dois casos, relativos as fontes de incerteza:

1. Existe apenas uma fonte de incerteza, a procura pelo TGV, representada por {X;, ¢t > 0},
assumindo-se que a despesa de investimento é constante;
2. Existem duas fontes de incerteza, a procura pelo TGV, e a despesa de investimento,

representada por {I';,t > 0}.

Em ambos o0s casos vamos considerar que as varidveis podem ser modeladas por um Movi-
mento Browniano Geométrico ou por um Movimento Browniano Geométrico com Saltos.
Neste capitulo apresentaremos a dedugdo analitica do nivel critico de procura para as

diferentes hip6teses consideradas.

3.1 Nivel Critico da Procura - Despesa de Investimento Constante

Neste caso, em que ha apenas uma fonte de incerteza, assumimos que a procura pelo TGV pode

ser modelada por:

e Caso 1: Movimento Browniano Geométrico;

e Caso 2: Movimento Browniano Geométrico com Saltos.

Caso 1
Seja
dXt = Xt[,lxdt + Xthde (31)

a equagdo que modela a procura pelo TGV, onde

e 1, é a taxa de crescimento da procura pelo TGV;
e 0, éavolatilidade da procura pelo TGV;
° {Wf, t> O} representa as variagdes aleatdrias da procura pelo TGV. Esta varidvel aleatoria

segue um movimento Browniano padrao.
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No decorrer deste trabalho vamos sempre admitir que p e o, sdo constantes.

A solucdo da equacdo diferencial parcial (3.1) é dada, de acordo com [2], por:

X = xexp {(yx - %’2‘) t+ afo} (3.2)
onde x é o valor inicial da procura pelo TGV (i.e., Xy = x).

Aplicando o operador valor esperado, e dado que X; segue uma distribuigdo log-normal

([2]), vem que
E[X?] = x%exp {nyt + %9(9 - 1)o§t} (3.3)
como foi referido na introducéao.

Seja t* o instante a partir do qual o servigo de TGV estd disponivel para os utilizadores.
Como vimos, t* é uma varidvel aleatéria, definida como o tempo de primeira passagem do
nivel de procura (vide equagéo (2.2)).

Vamos assumir que o valor do servi¢o convencional para um utilizador é a soma do custo

da viagem e do tempo que demora, pelo que
01(Xs) = B1X0 + aX? (34)

paras < t*+n, reflecte o custo total no instante s (antes do TGV ser implementado). Na realidade
esta férmula ndo é mais do que (2.6), ja introduzida no capitulo anterior.

Ap6s aimplementacdo do TGV, para além do custo definido em (2.7), temos também o custo
associado ao investimento, y, e o custo operacional (doravante assumido fixo), ¢, pelo que o

custo para s > t* + n é dado por

on
Z)z(Xs) = ﬁzXf + £ + %

X, X, (3.5)

Note-se que:

e £ designa o custo fixo operacional por cada um dos individuos que compdem a procura
:
pelo servigo de alta velocidade;
eP” . . . . 1o
o % representa o custo de investimento, por unidade de tempo e por individuo.
S

De referir que ye" representa o valor do investimento no final da construgdo do servigo, pelo
que assumimos que este é pago apenas no final da construgdo, e portanto y é o valor do
investimento no instante em que se toma a decisdo de investir.

Dado que o tempo de viagem com o servigo de alta velocidade é inferior ao do servigo
convencional, temos que f; < f31.

Entdo, o custo total no instante 0, para todos os utilizadores, para o horizonte temporal

(0, ), é dado por:
F+n 00
f Xs01(Xs)e Pds + f X02(Xs)e Pods (3.6)
0 t

*+n
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Note-se que o factor e "* reflecte o desconto associado a valores futuros relativo ao instante
presente.
Designe-se por F(.) o valor esperado do custo total, assumindo que Xy = x, i.e.
t*+n 00
F(x) = Ey [ f X01(Xs)e Pds + f stz(Xs)e_psds] (3.7)
0 t+n
onde E,[..] designa o valor esperado condicionado em Xy = x.

Note-se que, aplicando (3.4) e (3.5), (3.7) pode ser reescrito da seguinte forma:

(o]

F(x) =  Ey [fom(ﬁle + aXP)e Pods + (B — B2)XY + aX?l — ¢ - p)/ep")e_psds] (3.8)

b
fazendo 6 = 6 + 1. Ao reescrever F(.) fazemos realgar o facto de o primeiro integral em (3.8) ndo
depender de t*, i.e., ndo depender da politica 6ptima.

Entdo, a politica 6ptima de investimento consiste em determinar o valor ', que maximiza
F(x),i.e.

*+n

sup Ex [ f ((B1 = )XI + aXl — ¢ - pyeP")e‘PSds] (3.9)

# t
Relembramos que t* é um tempo de paragem para {X;}; por outro lado, {X;} é um processo
de Markov (pois é funcdo deterministica do movimento Browniano, de acordo com (3.2),
ele préprio um processo de Markov). Estamos pois em condigdes de aplicar a propriedade

fortemente Markoviana ([10]) a (3.9). Note-se que em face desta propriedade, podemos assumir

que
SupE; | t ) (1 - B)X¢ +aX{ - - pyep”)e“’sds] (3.10)
* | J it +n
= Sl;pEx —j:o((ﬁl —B)XC,, +aXl,, - - pyep”)e_P(s+”)ds] (3.11)
= supE, | fo (1 - pIXC, +aXl,, — - pyeP“)e-P“”)ds] (3.12)
y L
onde y designa o valor da procura no instante t*, i.e, Xy = v.
Seja entao
x = argsup E, [ fo (b1 - X0, +aXC,, — - pyepn)e—pe%] (3.13)
Y

e F(x*) o correspondente valor esperado respeitante a (3.8) .
Finalmente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada ([10]), podemos permutar o valor

esperado com o integral, ficando com:

F(x*) = foo((lﬁ — B2)Ex [X§+n] + aEy [X§+n] — @ — pyeP™)e PEN s (3.14)
0

Como forma de garantir que o valor critico é certamente alcangado, precisamos de estabelecer

uma condi¢do que garanta que a taxa de crescimento esperada da procura nunca é superior
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a taxa de actualizagdo. Note-se entdo, que a taxa de crescimento esperada da procura é o
argumento da exponencial na expressdao que define o E [Xf], ou seja, Oy + 3020(0 — 1). Por

outro lado, a taxa de actualizagdo é p. Assim, a condigdo necessdria é:
1,
p > Ouy + EaxQ(Q -1) (3.15)
Reescrevendo a equagdo (3.14), apds simplificagdes algébricas, obtemos a seguinte equagao *:
F(x') = Ax" +Bx’ +C (3.16)

onde:

L 2(B1 - p2) exp {(1x0 + 10(6 — 1)0% - p) ]

3.17
2p = 21,0 — 0202 + O? (3.17)
2a exp {(yxe +260(0 - 1)o2 - p) n}
B= 5 5 (3.18)
2p — 2,6 — 6%0% + Oo3
—pn 4
C= —% (3.19)

Note-se que a equacgdo (3.16) é a instancia¢do, para o nosso problema especifico, da equagao
(2.23) obtida no capitulo anterior, equagado esta que vem da aplicagdo do principio da optimali-
dade de Bellman ([15]). Nesse Capitulo vimos que a equagao (2.23) é precisamente solucdo da
equacao differencial parcial (2.22) obtida por aplicagdo das regras do calculo de Ito ([2]) (visto
que F é funcdo de um processo estocastico que obedece a uma equacdo diferencial estocéstica).
No caso da ilustracdo em causa, a equacdo diferencial parcial que se obtém é:

%o,%sz"(x) + UuxXF'(x) — pF(x) = 0 (3.20)

(que resulta de (2.16) com as devidas substitui¢des). No caso presente, esta equagdo é tam-
bém designada de equagdo de Cauchy-Euler ([3]), para a qual a solugao é dada pela seguinte
expressao

F(x) = a1x"" + apxx? (3.21)
onde r; e r; sdo, respectivamente, a raiz positiva e negativa da seguinte equacao:

1
Eair(r— D)+ ur—p=0

Recorde-se, tal como visto no Capitulo 2, que a solugdo de (3.21) tem de obedecer as
condigdes atrds designadas como condigdes de fronteira. Nomeadamente, é necessario verificar
que F(0) = 0, donde resulta que a; = 0, pois se 2 < 0, entdo x"2 — co quando x — 0, excepto se

a2:0.

10s célculos para a obtengdo de A, B e C encontram-se nos anexos.
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Assim, concluimos que (3.20) tem a seguinte solugao
F(x) = a1x" (3.22)

onde

«0-11

a = Ax" " + Bx (3.23)

pela condicado Value-Matching, ou seja, de forma a garantir que F(x*) = Ax* + Bx*" + C. Em face
de (3.22) e de (3.23), concluimos que a solugdo da equacao (3.20) é dada por

L0-11

F(x) = [Ax"" + Bx"" + Cx 7 ]2 (3.24)

para qualquer x. Recordemo-nos que x é precisamente o valor inicial da procura (i.e., Xo = x),
conhecido, e que x* é o valor, desconhecido e a determinar, da procura no instante t* em que
se procede a tomada de decisdo sobre o investimento. Entdo, em face de (3.13), temos que

maximizar Ax*" " + By’ + Cx* ", pelo que x* é dado pela solugdo da seguinte equagao
O0-r O ~r
A@—r)x" "+BO-r)x" ' =Crix* ' =0
=

(A+B)O —r)x " = Crx " (3.25)

Assim, a férmula explicita para o valor critico da procura pelo TGV é dada por

. _ 1 —7’1C
X = exp{éln{m}} (326)

Caso 2
Neste caso, a procura pelo TGV segue um movimento Browniano Geométrico com Saltos

tal que:

aX; = Xt[lxdt + XtO'xde + X;dN; (327)

onde {N;} é um Processo de Poisson com taxa A, independente de {X;}, tal que dN; = 1+ U com
probabilidade Adt, sendo U a magnitude (deterministica) do salto. Os restantes pardmetros sao
definidos como no caso anterior ([6, 11]).

Neste caso, a solugdo da equacgdo diferencial (3.27) é dada , de acordo com [11], por:

2
X; = xexp {(yx - %) F+ Gfo} 1+ Uy (3.28)

e o valor esperado E [Xf] passa a ser escrito como

2
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Como assumimos que os saltos sdo independentes do movimento Browniano,

2

E[X?] = x% exp {9 1y — % t} E[e M E[@ + )™?] (3.30)
2

=xY exp {6 Uy — % t} E [ee"xwf] E [(1 + U)Nte] (3.31)
2

= 2% exp {9 iy — % t} exp {@} E[(1+ M| (3.32)

(3.33)

Se Y ~ Poisson(A), entdo a sua fungdo geradora de momentos é dada por:

E [etY] _ A
donde resulta que:
E[(l + U)N,ﬂ] —E [elog(l+U)N16] (3.34)
- E [eNt910g1+U] (335)
= M0’ (3.36)
_ e/\t(e(uu)" -1 (3.37)
(3.38)
Portanto,

2 tH(0,0)? o

B/ =+ exp {9 (’“‘ o O?) t} exp {%} exp e =D (3.39)
2

= ¥ exp {(ny + %9(9 D)+ A1+ U - )\) t} (3.40)

Note-se que a resolucdo do problema de paragem para este caso é idéntica a efectuada no
cendrio anterior, exceptuando os célculos que envolvem E[X?]. Assim, podemos comegar a

nossa andlise ja a partir da equagéo (3.14), ou seja,

F(x') = fo (1 - B [X] + 0 [X0] - @ — prie s (3.41)

A condigédo

p > Ouy + %age(e ~D+ A1+ -2 (3.42)

garante que o valor critico da procura pelo TGV é certamente atingido, onde Oy, + 3026(6 —1) +
A(1 + U)? — A é a taxa de crescimento esperada da procura pelo TVG assumindo que a mesma
é modelada por um movimento Browniano geométrico com Saltos e p é a taxa de actualizagdo

do processo.
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Mais uma vez por resolucdo e simplicagdo do integral (3.41)! , obtemos:
Fix) = Ax +Bx’ +C (3.43)

onde:

2B pexp (10 + 1000~ Dok + A1+ ) — A~ p) ]

3.44
2p = 2uy0 — 6262 + 002 + 2A(1 + U)? + 21 (3.44)
2a exp {(px0 + 300 — 1)o? + A1 + U)? = A = p)n}

B = 3.45
2p = 21,0 — 0202 + 002 + 2A(1 + U)? + 21 (3.45)
oy

c= —% (3.46)

Como F(.) é fungdo do processo de procura {X;}, que segue um movimento Browniano geomé-
trico com saltos, ao aplicarmos novamente o Lema de It6 ([11]), tal como no caso anterior, a F(.),

obtemos a seguinte equagdo diferencial ordindria:

%angP“(x) + uxXF'(x) = (p + A)F(x) + AE[F((1 + U)x)] = 0 (3.47)

que satisfaz as condigoes de fronteira da mesma forma que no caso anterior.
A solugdo da equagdo diferencial homogénea desta equagdo de Cauchy-Euler (3.47) é dada
por:

F(x) = a1x"" + apx? (3.48)

onde rq e 1, sdo, respectivamente, a raiz positiva e a raiz negativa da seguinte equacao:
%oir(r D+ wr—(p+A)+A1+U)Y =0 (3.49)

Pela mesma razdo apresentada anteriormente, a equagao (3.47) tem a seguinte solucao:
F(x) = a1x" (3.50)

onde

0-r1

a = Ax" " + Bx' (3.51)

pela condicdo Value-Matching.
Repetindo os passos feitos no caso anterior, obtemos a mesma férmula explicita para o valor

critico da procura pelo TGV, ou seja,

 _ 1 -rC
X =exp {5 In {m}} (352)

Concluimos entdo que a tinica distincdo entre os dois casos estd na condigdo que garante a

existéncia do valor critico (3.42), nos valores de A, B e C, e na raiz da equacao (3.49).
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3.2 Nivel Critico da Procura - Despesa de Investimento Estocastica

Nesta seccdo, assume-se que existem duas fontes de incerteza.

e procura pelo TGV - {X;};

e despesa de investimento - {I';}.

Procedemos tal como no cendrio anterior, ou seja, vamos apresentar dois casos distintos:

e Casol
- {X}} ¢ modelado por um Movimento Browniano Geométrico;
- {I't} ¢ modelado por um Movimento Browniano Geométrico.
e Caso2
- {X}} ¢ modelado por um Movimento Browniano Geométrico com Saltos;

- {I't} ¢ modelado por um Movimento Browniano Geométrico com Saltos.

Tanto quanto sabemos, ndo existem referéncias bibliograficas sobre este caso.
Caso1l

Neste caso 0s processos estocdsticos de interesse sdo:

e {X}}, o processo que modela a procura pelo TGV, que se assume seguir um Movimento
Browniano Geométrico, dado por (3.1);
e {I';} é o processo que modela a despesa de investimento, que se assume seguir um Movi-

mento Browniano Geométrico, tal que:
I;= yyl"tdt + GyFtdWZ

com (i, e 0, representando, respectivamente, a taxa de crescimento e a volatilidade da despesa
de investimento, e {W! } representando as variagdes aleatérias da despesa no TGV.

Note-se que estamos a assumir que 0s processos ndo seguem necessariamente o mesmo
movimento Browniano, podendo nalgumas situagdes ter correlacdo nula (i.e., serem inde-
pendentes) ou correlagdo ndo nula. Na verdade tal significa que se (W}, W]) designar o par
aleatério do movimento Browniano no instante f para X; e para I';, respectivamente, entdo este
par (W}, W) tem distribuicdo normal-bivariada com vector dos valores esperados nulo e matriz
de covariancia

t cov(W§, Wz/)
cov(Wy, WZ/) t

Nesta situa¢do, com duas incertezas, poderiamos adoptar a mesma abordagem que no caso

de a despesa de investimento ser constante. Neste caso, o lucro, F(.,.), (que no caso anterior é

apenas funcdo do nivel da procura) seria também funcdo da despesa de investimento, agora
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estocdstica. Na verdade, para resolver esta situagdo seguindo um procedimento semelhante ao

caso anterior, tendo como base [13], teriamos de resolver a seguinte equagédo diferencial:

1029c2(9—2+02 2(9—2+2c0rr(x )oxO 8—2 F(x,v)+ xiF(x )+ il—"(x Y—pF(x,7) =0
2 X axz Vy a_y2 /)/ X )/axay /)/ Hx ax /‘)/ #)/Vay /)/ p /)/ -

(3.53)
onde x designa o nivel da procura e y o valor do investimento no instante inicial, sendo F(x, )
o valor do lucro quando a procura é x e o investimento é y. Porém, esta equagao é de dificil
resolucdo analitica, pelo que serd necessdrio recorrer a outro procedimento, que de seguida se
descreve resumidamente (mais detalhes poderdo ser encontrados em [13]).

Com o intuito de obter desenvolvimentos analiticos para a solugdo, vamos considerar (para
além das hipoteses atras referidas sobre as constantes de elasticidade) que os custos de explo-

ragdo sdo dados por

C=ly

i.e., os custos de exploracdo sdo uma proporcao (I) da despesa de investimento no instante

inicial. Adicionalmente, assumiremos que a fungdo de lucro F(., .) obedece a seguinte condigao:
F(kXy, kTy) = kf(X],Ty)

onde f(.,.) é uma funcdo a definir. Note-se que a condi¢do anterior apenas explicita que o
lucro do projecto afecta, na mesma proporgdo, o lucro gerado pelo investimento (fungdo de
X;) e a despesa de investimento (I'1), desde que tanto o valor da procura como da despesa de

investimento sejam afectados por uma constante multiplicativa k.

Para x e y arbitrarios, em face da condigdo sobre F, temos que

X

F(x,y) = F(V%:V%) =yf [(y

) ,1] =7f@

0
onde g = (%) . Neste caso, fazendo
7= (x—)a (3.54)
” .

(onde x* e y sdo os valores que delimitam a regido de valores (x, ) em que ndo é 6ptimo investir)

temos que a politica 6ptima pode ser definida em fungao deste racio 4"

Resta-nos pois encontrar uma fung¢do f que obedega a condigdes econémicas semelhantes

as do nosso problema. Para tal vamos recorrer a equagdo (3.53) e as sucessivas derivadas de
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F(x,7), onde x e y sdo valores arbitrarios.

d
5eF@ N =)o @

NN O A0
5 FC7) = flo) ==

)4
F ) 008 G ERr
ax2 1T Y Y
» PE 2O+ 0)07)) 22020 ()
g2t )= 07 * 07
7 K@) 201+ 00()  X(E)20P0Fq)
ayaxt 1) = 07 ' 07

onde f’ e f” sdo, respectivamente, a primeira e a segunda derivada de f.
Tal como nos casos apresentados anteriormente, a equagao (3.53) com as devidas alteragdes
de acordo com as derivadas anterirmente apresentadas é uma equacao diferencial homogénea

de segunda ordem de Cauchy-Euler ([7]), tendo como solucdo

f@) = b1 + baog™
onde s e s, sdo, respectivamente, a raiz positiva e a raiz negativa da seguinte equacéo:
1 1
5 [0,2592 + ai — 20,0y corr(x, y)@] s(s—1)+ [ny + 50’2‘9(9 -1)- yy] s=(p—uy)=0 (3.55)

Pelos mesmos argumentos que anteriormente, conclui-se que b, = 0, donde a solugdo f(.) é

dada por:

f(q) = big™ (3.56)
que satisfaz as condi¢oes de fronteira usuais. Em particular, satisfaz a condigao Value-Matching,
ou seja,

fl@*)=g*(A+B)-1-1 (3.57)
Resulta daqui que b; = g*'™*1(A + B) — (I + 1)§**!. De acordo com (3.56) e (3.57), obtemos o

seguinte expressao
fQ@) = [q*l‘sl (A+B)—-(+ 1)q*_sl] g

que também pode ser encontrada em [13].

Assim, o valor que maximiza [q*l_sl (A+B)-(l+ 1)q*_51] é dado por:

|l
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Donde

. I+1 [ S1 ]
T=1a+B|ls; =1

0
Sendo que anteriormente assumimos que q = (%) , podemos reescrever esta expressdo para

0 ) .
0 caso 6ptimo, ou seja, g* = ("7) e a partir desta obter o valor critico x™:

1
x l+1 S]_ 9;
= [A+le—1V ] (3:58)

onde A e B sdo definidos, de acordo com, (3.17) e (3.18), respectivamente.
Caso 2
Neste caso, assumimos que ambas as incertezas sdo modeladas por um movimento Brow-

niano geométrico com saltos, ou seja,

dXt = thuxdt + Xt(jxde + Xtht
dFt = Ft[uydt + rtGydWZ/ + Ftht

onde {N¢} é um processo de Poisson de taxa A, tal como no caso anterior (em que havia
apenas uma fonte de incerteza). Assume-se que o processo de saltos rege tanto a procura como
o investimento. Os resultados que a seguir se derivam podem ser também extensiveis ao caso
de dois processos de saltos independentes, com as devidas altera¢des. Fica em aberto o caso
de processos de salto com correlagdo ndo nula mas distintos. Porém, esta situagdo ndo é muito
interessante do ponto de vista econémico, razdo pela qual ndo foi objecto de investigacdo. Na
verdade, a situagdo mais interessante é precisamente a que aqui estudamos.

Nesta sec¢do vamos concluir que o valor critico x* é obtido como uma combinagdo dos
resultados obtidos nos casos anteriores (caso de uma incerteza com saltos e duas incertezas).
Na verdade x* é dado pela equagdo (3.58), com as devidas altera¢des (idénticas as do caso de
uma incerteza com saltos).

Comecemos por escrever a equagado diferencial ordindria que representa o caso em estudo:

1 2 2 2

d d d d
12,2 2.2 =
> 03X E +0yy 77 + 2corr(x, y)oxoy EREN F(x,7) + uxx 8xF(x’ Y)

)
+ HyV@F(x, 7) = (p+ DE(x,y) + AE[F((1 + U)x, (1 + U)y)] = 0
Esta expressdo é obtida simplesmente pela combinagdo de dois casos anteriores: o caso em que

estavamos perante uma tnica incerteza modelada por movimento com saltos e o tinico caso,

até agora, em que estudamos as duas incertezas inerentes ao problema.
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Assumimos as mesmas hipdteses do caso anterior, em particular

F(x,y) =yf@)

com g = (%)9.

Recorrendo as derivadas apresentadas no caso anterior, obtemos novamente uma diferencial
ordindria fica que satisfaz condi¢des de fronteira idénticas ao caso anterior e tem por solucao
geral, ja ap6s simplificagao,

f(q) = big™

sendo s a raiz positiva da equagdo quadratica

1 1
> [0262 ~ 20.0,c0rm(,)0] 566 - 1) + [yXQ + 502000 - 1) - M] s—(p+A— )AL+ =0
(3.59)
Assim, pelo mesmo raciocinio, concluimos que o valor critico x* é dado por
1+1 y
x + Sl 2] v
x _[A+le—17’ ] (3.60)

onde A e B sdo dados por (3.45) e (3.46) e | a propor¢do definida anteriormente. Embora a
férmula para o célculo de x* para este caso parega ser igual a do caso anterior (ver (3.58)), a
diferenca reside na determinagdo da raiz da equagéo (3.59), enquanto que no primeiro caso é a

raiz de (3.55).

28



4 Resultados Numéricos

Neste capitulo vamos ilustrar numericamente os resultados apresentados e obtidos no capitulo
anterior. Em particular vamos considerar varias simula¢des com vista a determinagdo da politica
6ptima de investimento, procurando também analisar a influéncia dos diversos parametros (por
exemplo, iy, iy, 0y € o)) natomada de decisdo. No caso em que estamos perante duas incertezas,

vamos também avaliar trés situac¢oes distintas:

0
corr(X, Tr) =4 >0
<0

Adicionalmente, e com base nestas simulagdes, vamos também derivar estimativas para o
tempo, ', em que se alcanca o valor critico, x*1.

Os calculos e simulagdes foram feitos recorrendo a linguagem de programacgao Mathematica.
Em todas as situagdes, foram consideradas 100 instancias do problema, geradas e simuladas de
forma independente.

O valor de x* (referente a milhdes de passageiros, e que designa o nivel de procura que
despoleta a decisdo de investimento) é fixo, calculado com as expressdes deduzidas no capitulo
anterior, consoante a situacdo em andlise. Por outro lado, o valor de A (referente a anos, e
que neste capitulo denota o tempo médio até decisdo respeitante ao investimento) é calculado
através de simulagdes, sendo por isso apresentada a média aritmética dos 100 valores obtidos
nas 100 simulac¢des consideradas.

O cendrio base de estudo baseia-se nos dados presentes no artigo [6] e na tese [13]. Estes
dados estdo presentes na tabela (4.1). Refira-se ainda que a despesa de investimento () é em
milhdes de Euros, os valores associados aos custos das viagens (11, para via convencional, e
12, para via de alta velocidade), assim como a tarifa da viagem (p) sdo em Euros, e 1), os custos
fixos de operacdo, sdo expressos em milhdes de Euros.

Seguidamente vamos ilustrar cada um dos casos analisados, seguindo a mesma nomen-
clatura e ordem. Refira-se que em todas as ilustra¢des numéricas que se apresentam, excepto
mencado contraria, contempla-se apenas a alteragdo de um dos parametros do problema, man-
tendo os restantes iguais aos do cendrio base. Assim, sempre que representarmos graficos
em funcdo de um dos parametros estamos a assumir que os restantes parametros se mantém

inalterados com valor igual ao do cendrio base.

! Ap6s anélise de todos os casos, decidiu-se apresentar apenas casos ilustrativos, devido ao volume de informacio
que seria necessario expor caso fossemos exaustivos. Todas as anédlises podem ser revistas nos ficheiros .nb e .xls

anexos a este documento.
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Tabela 4.1: Dados do cendrio base

Parametros X 4 m m p Q o iy
Valor 3 | 5000 | 30 | 10 25 190 | 0.009 | 0.1

Parametros || oy n 0 y oy A u l

Valor 022 5 |(05|0001]001|01] 01 |05

4.1 Casol1l-{X;} segue um MBG

Na Figura 4.1 apresentamos o programa usado para o cdlculo de x* para este caso.

Betal = Function [{,;.o, ¥, 4%,
N[z (x17°] ]

Betal = Functlon [{s1, x, 43,
N[zt (x)7°]]:

Mfa =Function [{p, », 4},
K[z« )7 7]]:

ValorPresente = Function [{,30, B, u, 5, o, r, e, A, 0},
8=1+4;
2w[,30—31]w]3:m[(Bw,{l+%wﬂw[ﬂ—l]wo’2+3we—2—p]wn]

2w 0D aOn g —Ox[@-1)no? 2% dne+ 2 ]

YalorPresenteConvencional = Function [{ﬂ, &z, S5, o, m, e, 2, 92},
g=1+4;
2wawEm[[Bwﬂ+%wa [B—l]w0'2+2we—l—p]wn]

Dr 02 4Bn g —On(O-1 0% D4 Anve+dsld ]

ValorPresenteFixo = Function [{t, o8, m},

H

—ctxExp [-porn] ]
o

Yalorbespesas = Function [y,
-rl:

xasterisco = Function [{J, a, b, d, dd, r},

g8=1+4;
—rx [(d+ dd) ]]]r

1
Bxp[—wLogli
a (a+b)xizr-8)

Figura 4.1: Programa Mathematica para cdlculo de x* para o Caso 1

Na Tabela (4.2) apresentam-se os diferentes valores para x* e para a estimativa de t*, denotada
por #*, em fungao de pu,.

Pela andlise destes dados verificamos que, com o aumento do valor de py, os valores de x*
e * diminuem. De forma a tornar mais clara esta afirmacéo, apresentamos o grafico 4.2.

Foi efectuada a andlise em termos relativos para os casos aqui apresentados; ndo acres-
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Tabela 4.2: Valores de x* e ¥ com alteracdo dos valores de i, no caso 1

Ly 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12

x* || 7.88084 | 7.6164 | 7.36455 | 7.12437 | 6.89511 | 6.67607 | 6.46657 | 6.26595 | 6.07377
t* 17.36 | 15.2253 | 13.5697 | 12.3097 | 10.9123 | 9.9394 | 8.88442 | 8.08811 | 7.36086

e Tempo Optimo == Yalor Critico

_ 36086
b e Er#659%=5 07377

0.08 0.085 a.0% 0.085 01 0.105 011 0.115 01z

Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV

Figura 4.2: Comportamento de x* e F em fungdo de Uy - valores da Tabela 4.2

centando nada de novo, remetemos para os anexos,deixando aqui a Figura (5.1) em tom de
exemplo. Assim de acordo, com a Figura (5.1),verificamos que o aumento de p, altera mais a

evolugdo de t* que a de x".

——Tempo Optimo  ==—=Valor Critico

- -47,93

== 30 ] o
—ffrR 00,00

g B%53 S

-169,85

Figura 4.3: Comportamento relativo de x* e  em fungdo de Uy - de acordo com a Figura 4.2

A mesma andlise foi feita em termos de oy, apresentada na Tabela (4.3) e ilustrada na Figura
(4.4).

Note-se que o comportamento de x* e de  é distinto com Ux € Oy; assim enquanto que
x* e I diminuem com Uy, aumentam com oy. Este comportamento é o expectavel tendo em

conta consideragdes econdmicas: um aumento de y, significa que ha uma tendéncia crescente
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Tabela 4.3: Valores de x* e t* com alteracdo dos valores de o, no caso 1

Ox 0.18 0.187 0.198 0.209 0.22 0.231 0.242 0.253 0.26

x* || 6.60389 | 6.65226 | 6.73063 | 6.81167 | 6.89511 | 6.98069 | 7.06814 | 7.15716 | 7.21452
t* || 9.44101 | 9.66556 | 10.1057 | 10.4247 | 10.9123 | 11.3935 | 12.1503 | 12.7743 | 13.1816

—Tempo Optimo ~ =——=Valor Critico

3,1816

—G G038 i gt - LB B = E P E R 2806 FOERTe—T 57 e7, 21452

0.18 0.187 0.198 0.208 0.22 0.231 0.242 0.253 0.26

Valores do desvio padrdo da Procura pelo TGV

Figura 4.4: Comportamento de x* e Fem funcdo de o, - valores da Tabela 4.3

na procura, pelo que o nivel 6ptimo pode ser mais pequeno e mais rapidamente alcangado.
Por outro lado o aumento de o, significa um aumento da volatilidade, cujo impacto - sobeja-
mente conhecido da literatura de opgdes reais (e.g. [18]) - é adiar as tomadas de decisdo (com

consequente aumento do nivel 6ptimo).

4.2 Caso 2 - {X;} segue um MBGS

O programa usado neste caso para o cdlculo de x* pouco difere do anterior; apenas temos de
contemplar os saltos. As linhas de c6digo mostradas na Figura (4.5) reflectem esta situacao,

permitindo a defini¢do dos saltos inerentes ao problema.

esperado = Function [{u, 5%,
=1+ 4;
(1+2%]:

Figura 4.5: C6digo Mathematica para lidar com saltos

Assim, o programa mostrado na Figura (4.2) juntamente com o da Figura (4.5), permitem-
nos calcular o valor de x* no caso em que {X;} segue um movimento Browniano Geométrico
com Saltos.

Neste caso, além de analisarmos os resultados tendo por base a alteracao dos valores de pi,

e 0y, também fizemos a andlise tendo em conta os valores U e A, como se apresenta na Tabela
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(4.4).

Tabela 4.4: Valores de x* e * com alteracdo dos valores de u,, no caso 2
e 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12
x* || 9.00592 | 8.51348 | 8.09031 | 7.71766 | 7.38368 | 7.08036 | 6.80205 | 6.54461 | 6.30494
+ | 17.0648 | 14.9708 | 13.0894 | 11.7111 | 10.6342 | 9.57884 | 8.64739 | 7.92356 | 7.07433
A Figura (4.6) representa os dados da Tabela 4.4.
m——Tempo Optimo  ====Valor Critico
0.08 0.085 009 0.085 0.1 0.105 0.11 0115 012
Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV
Figura 4.6: Comportamento de x* e F em fungdo de Uy - valores da Tabela 4.4
Tabela 4.5: Valores de x* e t* com alteracdo dos valores de oy, no caso 2
Oy 0.18 0.187 0.198 0.209 0.22 0.231 0.242 0.253 0.26
x* || 713611 | 7.17729 | 7.24395 | 7.31286 | 7.38368 | 7.45627 | 7.53036 | 7.60568 | 7.65416
+ || 9.35386 | 9.58082 | 9.78267 | 10.1713 | 10.6342 | 11.1045 | 11.3697 | 12.0429 | 12.4659

Passemos a andlise da Figura (4.7). Como A e u foram mantidos constantes, é natural que as

conclusdes a retirar sejam semelhantes ao caso em que {X;} segue um movimento Browniano

geométrico sem saltos, ou seja, quando o y, aumenta, x* e t* diminuem, e quando o o, aumenta,

também aumentam x* e t*.

Tabela 4.6: Valores de x* e * com alteragdo dos valores de A, no caso 2

A 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12
x* || 7.29536 | 7.31785 | 7.34007 | 7.36201 | 7.38368 | 7.40508 | 7.42622 | 7.44709 | 7.46769
F || 10.6636 | 10.8163 | 10.8444 | 10.6768 | 10.6342 | 10.545 | 10.3495 | 10.4777 | 10.6382

33



—Tempo Optimo  ==Valor Critico

75 24659

3607 '

TEOSERT 65416

—FEA e e PerRSeS=T FI2BE T.J8000  nonly eI

018 0.187 0.198 0.209 0.22 0.231 0242 0.253 0.26

Valores do desvio padrdo da Procura pelo TGV

Figura 4.7: Comportamento de x* e I em funcéo de g, - valores da Tabela 4.5

Figura 4.8: Comportamento de x* e #* em fungio de A - valores da Tabela 4.6

—Tempo Optimo ~ =——=Valor Critico
—rEESE T ORI d0Ed Al . B 10634545 0y gt 0777 10,6382
TP OSIE—TTITEY s “SH5IOT—T 3B i B P iass TRnPOe=7 46769
0.08 0.085 0.09 0.095 01 0.105 011 0115 012
Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV

Tabela 4.7: Valores de x* e * com alteracao dos valores de U, no caso 2

u 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12
X" || 729364 | 7.3165 | 7.33913 | 7.36151 | 7.38368 | 7.40561 | 7.42731 | 7.44877 | 7.47001
| 10.8599 | 10.6693 | 10.4136 | 10.8361 | 10.6342 | 10.4276 | 10.7462 | 10.5244 | 10.5693

Pela analise dos resultados numéricos apresentados nas Tabelas (4.6) e (4.7), verificamos que

o nivel x* se mantém praticamente constante, com uma pequena tendéncia para crescimento.

Esta conclusdo ¢ de dificil analise embora a partida se esperasse que x* e #* diminuissem com o

aumento de A e de U, como no caso do comportamento em funcao de .

Por contraste, o comportamento de t* ndo € monétono nem com A nem com U. De referir

que nesta situacdo ha dois factores com impactos opostos, pelo que é expectavel que +* néo

tenha necessariamente um comportamento monétono. Assim, e dado que x* aumenta (quer

com A quer com U), entdo o nivel 6ptimo encontra-se num patamar cada vez mais elevado, o
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—Tempo Optimo  ==Valor Critico
8B 06603y TS TOBSE 63 A BT T L0 Lt 052444 0 5603
RS ST IO n 3 P4 e e st 5 G PFIP—FAARPFF 47001
0.08 0.085 0.09 0.085 01 0.105 011 0.115 0.1z
Tamanho dos saltos

Figura 4.9: Comportamento de x* e  em funcéo de u - valores da Tabela 4.7

que poderia levar ao aumento de t*. Por outro lado, o aumento de A e de U tém o efeito de
“puxar” o processo de procura {X;} para niveis superiores mais rapidamente, o que poderia

levar a uma diminuic¢do de t*. Na verdade, t* serd o balango destas duas tendéncias contrérias.

4.3 Caso 3 - {X;} segue um MBG com 2 incertezas

Neste caso, fazemos quatro andlises distintas, alterando os parametros y, y,, oy € 0, com:

e correlagdo nula;
e correlacdo positiva e igual a 0.5;

e correlacdo negativa e igual a —0.5.

Em todos eles o programa base para o célculo de x* é mostrado na Figura (4.10):

Além de calcular os valores de x* e F, neste caso, também calculamos uma estimativa de
y", denotada por v que é o valor do investimento no instante em que este é realizado. Desde
jd, para precaver alguma confusdo, onde aparece o termo “investimento 6ptimo” nada mais

queremos dizer que y*.

4.3.1 Correlagao nula - alteracao dos restantes parametros

Comecemos por analisar os valores de x7, Fe y* quando procedemos a alteracdo dos valores da
taxa de crescimento da procura, pi,

Tal como era esperado, uma vez que estamos a assumir que a correlacdo entre os dois
processos (o de procura e o de investimento) é zero, as conclusdes tiradas pela analise da Tabela
(4.8) e respectivo gréfico, a Figura (4.11) sdo semelhantes as mencionadas nos casos em que
estamos perante uma Unica incerteza. Seguidamente, vamos verificar que o0 mesmo acontece

com a alteracdo dos valores de o,.
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Betal = Fu.m::t,:i.on[{)jo, x, d},
H[50+ (x)7"]]:

Betal = Function[{7i, x, J},
H[ztx (3711

Rlfa = Function[{p, », 4},
H[z~ (x)~]]:

var = Function[{ox, o, corr, ey},
8=1+4d;
{ox) 2+ (@) 2 - 2% ox w0y wCOXr+B+ {oy)"2
1:

espe = Function[{ &, J, ox, gy},
8=1+4d;
@ (1 2) w (o) 2 n@w (0 -1) - gy
1:

raizl = FUJlCtiﬂll[{ﬂL B, P, By},

(%wﬂ?—m]+-\/(ﬂq—%wm]2+2wmw(p-w)

L)

ValorPresente = ]:"u.m::t,ion[{ﬂ), Bl g, d, o, 1,8, 2, p},
8=1+4d;
2w(m-§1)mm[(ewp+ %wew(e—l)iﬂ2+116—l—p]wﬂ]

2r o -20Bn -0 (@-L) 0" —2nAne+2nd

ValorPresenteConvencional = Fu.m::t,ionl{a’, .o d, ro v e, A, o),
8=1+d;

2wa’wExp[[9wﬂ+ %wﬂw(ﬂ—l)wﬂ'z +Jwe—1—p]wn]]

Ph o - PwBa g -Br (B -Ay w0 - Pw dwe+Pad

xasterisco = Fu.m::tion[{ 4, a, b, ad, s, ¥},
8=1+4d;
cidd+ 1 5
| *
~a+bh s-1

" 3’:| “]:
Figura 4.10: Programa Mathematica para simula¢do do caso 3

Tabela 4.8: Valores de x*, " e )’/\* com alteragdo dos valores de i, no caso 3 - correlacdo nula

i 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12

x* 7.47 7.20592 | 6.95522 | 6.71702 | 6.49045 | 6.27473 | 6.06911 | 5.87292 | 5.68551
t || 16.1728 | 14.3935 | 12.7186 | 11.4489 | 10.2347 | 9.15869 | 8.18484 | 7.40548 | 6.71108
v || 14.8277 | 14.7235 | 14.5248 | 14.4965 | 14.4093 | 14.3181 | 14.2747 | 14.2021 | 14.1721

Sendo o processo de investimento modelado (tal como o processo de procura) por um
movimento Browniano Geométrico é de esperar que os valores obtidos para 7//: se comportem
de maneira idéntica aos obtidos para x*.

Pela analise grafica concluimos que o aumento de u, leva a uma diminuicdo de x* e Fea

um aumento de y*. Acontece exactamente o contrdrio com o aumento de o,,.
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T4,

—Tempo Optimo =Valor Critico Investimento Optimo

14-7232 14 5248~ 14,4065~ 14,4003 14,3181 142747 —14-2021414 1771

0.08 0.085 0.05 0.095 01 0.105 011 0.115 0.1z

Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV

Figura 4.11: Comportamento de x*, #* e y* em fungdo de p, - valores da Tabela 4.8

Tabela 4.9: Valores de x*, " e )7* com alteragdo dos valores de g, no caso 3 - correlagdo nula

Ox 0.176 0.187 0.198 0.209 0.22 0.231 0.242 0.253 0.264
X" || 6.16953 | 6.24548 | 6.32445 | 6.4062 | 6.49045 | 6.57696 | 6.66544 | 6.75563 | 6.84724
+ | 851387 | 8.87197 | 9.29147 | 9.72643 | 10.2347 | 10.7623 | 11.2106 | 12.0323 | 12.6963
7//: 14.3026 | 14.3241 | 14.3414 | 14.3832 | 14.4093 | 14.4453 | 14.4823 | 14.5435 | 14.6026
——Tempo Optimo ~ ==Valor Critico Investimento Optimo
e L s s L S L Lo P S e T B S B = s e e e S R S 14,6026
M\EVE] 2,6963
= 2106
55— S AP OSSP G960 T8 5, 7I565E, 54724
0176 0.187 0.198 0.209 022 0.231 0.242 0.253 0.264
Valores do desvio padrdo da Procura pelo TGV
Figura 4.12: Comportamento de x*, " e y* em fungdo de g, - valores da Tabela 4.9
Tabela 4.10: Valores de x*, ** e )’/\ com alteragdo dos valores de 1, no caso 3 - correlagdo nula
Ly 0.008 0.0085 0.009 0.0095 0.01 0.0105 0.011 0.0115 0.012
X 6.5756 | 6.55439 | 6.53313 | 6.51182 | 6.49045 | 6.46904 | 6.44757 | 6.42604 | 6.40446
+ || 104143 | 10.4176 | 10.2308 | 10.196 | 10.2347 | 10.139 | 10.0234 | 10.0338 | 9.98739
7//\* 14.1314 | 14.1854 | 14.2796 | 14.3699 | 14.4093 | 14.4824 | 14.5158 | 14.6124 | 14.6693
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—Tempo Optimo =Valor Critico Investimento Optimo

TS Tt 1854—14;2 796 143699144093 14824145158 14,61244, 6603
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Valores da taxa de crescimento da Despesa de Investimento

Figura 4.13: Comportamento de x*, #* e J* em fungio de yy, - valores da Tabela 4.10

Tabela 4.11: Valores de x*, " e ]7 com alteragdo dos valores de g, no caso 3 - correlacdo nula

oy 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12

x* || 6.44461 | 6.4551 | 6.46624 | 6.47802 | 6.49045 | 6.50354 | 6.51727 | 6.53165 | 6.54669
t || 10.036 | 10.0816 | 10.1507 | 10.1124 | 10.2347 | 10.2379 | 10.1545 | 10.2306 | 10.297
v || 14.6703 | 14.6412 | 14.5112 | 14.5058 | 14.4093 | 14.3639 | 14.2482 | 14.19 | 14.0838

e Tempo Optimo e Valor Critico Investimento Optimo

THET03 14641 g S 214 505814409314, 3635——14-9455 14-4000-1 4 0838

=i o.(= kS e 6 638 B 85 255 o 6 L A B4 i rorrere——tor2Ioe-10,2970
(P s e e it PaEs: e SEITE—T T TP O T e T 6, 54660
0.08 0.085 0.09 0.085 01 0.105 011 0.115 0.1z

Valores do desvio padrado da Despesa de Investimento

Figura 4.14: Comportamento de x, F e " em fungdo de 0y - valores da Tabela 4.11

4.3.2 Correlacdo positiva - alteracdo dos restantes parametros

O valor da correlagdo entre os dois processos usado neste caso é constante e igual a 0.5. Vamos
analisar o comportamento de x*, t* e y* em fungdo de pardmetros que ja estudamos, para que

os resultados sejam comparaveis?.

Assim, para variagdes de [, registimos o mesmo comportamento descrito no caso em

2 Para ndo saturar o leitor com uma sobreabundancia de informagdo essencialmente repetitiva, ndo vamos

apresentar aqui as tabelas e graficos de todos os casos estudados.
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estamos perante uma tnica incerteza. Concluimos que o valor de y* também diminui com o
aumento de piy.

Passamos a analisar x*, t* e )’/; em funcdo de o, de acordo com a Tabela (4.12).

Tabela 4.12: Valores de x*, F* e y* com alteracio dos valores de o, no caso 3 - correlacdo positiva

Ox 0.176 0.187 0.198 0.209 0.22 0.231 0.242 0.253 0.264

x* || 5.83332 | 5.88937 | 59487 | 6.0111 | 6.07635 | 6.1442 | 6.21444 | 6.2868 | 6.36106
t* || 7.65677 | 7.82389 | 7.98222 | 8.22762 | 8.36164 | 8.55562 | 8.78138 | 8.80103 | 8.86944
y* || 15.0018 | 15.0449 | 15.1082 | 15.1572 | 15.2337 | 15.2564 | 15.3098 | 15.401 | 15.6136

m——Tempo Optimo~ ====Valor Critico Investimento Optimo

PSRt 044915108215 1572 15,2337 15,2564 15,3028 15401015 6136

gyt EIE—8001038, 86044

-2 RER0E 36106

EIYY TEBOIT - A ® = o b i s 3= = AR A B IE i e

0.176 0.187 0.198 0.209 022 0.231 0.242 0.253 0.264

Valores do desvio padrdo da Procura pelo TGV

Figura 4.15: Comportamento de x*, * e * em funcéo de oy - valores da Tabela 4.12

Mais uma vez, as conclusdes retiradas neste caso vao de encontro as descritas no caso em
que estavamos perante um tnica incerteza e no caso de haver duas fontes de incerteza mas

correlagdo nula.

De forma a contemplarmos também a variagdo dos parametros do processo de investimento,

vamos analisar as varia¢des de ,, na Tabela 4.13 e Figura 4.16

Tabela 4.13: Valores de x*, * e y* com alteracio dos valores de y no caso 3 - correlagdo positiva

uy || 0.008 0.0085 0.009 0.0095 0.01 0.0105 0.011 0.0115 0.012

x* || 6.16206 | 6.14071 | 6.11931 | 6.09785 | 6.07635 | 6.05479 | 6.03318 | 6.01151 | 5.98979
t || 9.9478 | 9.8988 | 9.8867 | 9.8780 | 9.8664 | 9.8261 | 9.8085 | 9.4523 | 9.4496
v || 14.4366 | 14.5044 | 14.5498 | 14.5900 | 14.6276 | 14.6602 | 14.6849 | 14.8284 | 14.8790

Podemos verificar que quando aumentamos o valor de y, apesar de os valores de x* e #*
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—Tempo Optimo =Valor Critico Investimento Optimo
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Figura 4.16: Comportamento de x*, #* e J* em fungio de py, - valores da Tabela 4.13

diminuirem, os valores de y* aumentam, o que se deve ao facto de y, influenciar directamente

o movimento que modela a despesa de investimento.

4.3.3 Correlaciao negativa - alteracdo dos restantes parametros

De referir que correlagdo negativa significa que fixamos a correlagdo em —0.5.
Neste caso, vamos deixar de apresentar algumas tabelas, uma vez que em muitos casos
estas ndo trazem mais valor que o representado graficamente. Vejamos entdo, graficamente, a

evolucdo de x*, Fe 77* em funcado de yuy, na Figura (4.17)

—Tempo Optimo Investimenta Optimo = \/alor Critico

53008
. 15"{‘3; T4 70771 4-504014-309014-31 1d—14:261 24, 3354

el 7 T 1127 i a
; 3 120 " L 74523
29455 07304
0.08 0.085 0.09 0,095 0.1 0.105 011 0.115 012

Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV

Figura 4.17: Comportamento de x*, #* e y* em fungdo de y,

Podemos concluir que face ao aumento de u, se verifica uma diminuicdo de x* e #*. Tal
diminuic¢do néo é suficiente para grandes varia¢oes de y*, que praticamente se mantém inalter-

ado, com uma pequena tendéncia para diminuir.

Vamos agora apresentar os dados referentes as variagdes 0, na Tabela (4.14) e Figura (4.18)
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Tabela 4.14: Valores de x*, " e y* com alteracio dos valores de 0y no caso 3 - correlacdo negativa

oy 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12

x* || 6.78408 | 6.81627 | 6.84916 | 6.88276 | 6.91708 | 6.95210 | 6.98784 | 7.02430 | 7.06147
| 14.2436 | 13.3781 | 12.1870 | 11.7932 | 11.0367 | 10.4088 | 9.9384 | 9.0202 | 8.6890
77* 15.2592 | 15.0698 | 14.9710 | 14.8753 | 14.7881 | 14.7356 | 14.6003 | 14.6722 | 14.5733

e Tempo Optimo

=\jalor Critico

Investimento Optimo

15.25§§ 15,0698 140710~ 14,8753 14 7881 14:7356—144-5003—14:672%4 5733
781

2
7

4
. £,6890

B2 IF 06147

B TTTTEEITY Lo TSI

=T EIETETE2T

0.08 0.085 0.09 0.095 01 0.105 011 0.115 012

Valores do desvio padrao da Despesa de Investimento

Figura 4.18: Comportamento de x*, * e 3* em funcéo de 0y - valores da Tabela 4.14

4.4 Caso4-{X;} segue um MBGS com 2 incertezas

A andlise efectuada neste caso é em tudo idéntica a realizada no caso anterior. Nao querendo
tornar macadora a apresentagdo, mais uma vez ndo serdo apresentados todos os graficos e
respectivas tabelas. O programa usado para calcular o valor de x* é idéntico ao apresentado no
caso anterior.

Para a situagdo em que estamos a considerar a correlagdo nula, a andlise efectuada é a mesma
que a ja descrita no caso em que estamos pertante modelos sem saltos. Assim, apesar de os

valores obtidos, ndo serem, evidentemente, os mesmos, as conclusdes sao semelhantes.

4.4.1 Correlagao positiva - alteracao dos restantes parametros

Note-se que, quando referimos correlagdo positiva, significa que fixamos um valor constante
para a correla¢do, que neste caso, foi 0.5.

Comecemos por analisar os valores de x, Fe f* em fungdo de oy, de acordo com a Figura
(4.19)

Mais uma vez, concluimos que o aumento do valor de o, leva a um aumento dos parametros
em estudo, o que faz sentido, uma vez que o aumento da volatilidade necessariamente leva a

um aumento do tempo necessario para se tomar uma deciséo.
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—Tempo Optimo =Valor Critico Investimento Optimo

150373 1544307157260

107 E6 T 0T 1At PA0——td 2Bt 24T 14,3626

10,8556
TOTIEEE TOSSL T 10,230 S TEE 4
—a-gOSET 2B TI—S 3 1BI0— 552146
B - A v e e ey \p =0 o - (- 1E - - P [T SROPP=6,74242
0176 0.187 0.158 0.209 0.22 0.231 0.242 0.253 0.264

Valores do desvio padrdo da Procura pelo TGV

Figura 4.19: Comportamento de x*, " e y* em fungdo de o,

Analisemos o caso em que alteramos um pardmetro pertencente ao movimento que modela
a despesa de investimento, ou seja, considerem-se altera¢des no valor de p,. De acordo, com

as simulagdes geradas, obtivemos os dados representados graficamente na Figura (4.20).

m——=Tempo Optimo === Valor Critico Investimento Optimo

61381665 T 670614685514, 721014746314 7765 1% 818214 8524

5508 5758 5535 6 . 4835 P SOGE——f-4 37476 41422

i SroTe EpR el A A 5,0361

0.008 0.0085 0.009 0.0095 001 0.0105 0.011 00115 0012

Valores da taxa de crescimento da Despesa de Investimento

Figura 4.20: Comportamento de x*, * e 3* em fungao de ty

Podemos verificar que quando o valor de u, aumenta, apesar de os valores de x* e t*
diminuirem, os valores de y* também aumentam, tal como no caso em que estudamos Movi-
mentos Brownianos sem saltos. Assim, conjecturamos que o uso de um modelo com saltos ndao

traz novos comportamentos ao sistema no que toca a alteragdes no parametro pi,.

4.4.2 Correlaciao negativa - alteracdo dos restantes parametros

Tal como no caso anterior, podemos verificar uma diminui¢do dos trés valores em estudo
quando existe um aumento de uy, como evidenciado na Figura (4.21)

Neste caso o movimento decrescente nem sempre é patente.
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e Temipo Optimo e @l o1 Critico

14793 0-34,6710 T 6205146164

143428117451

9,4035 85941

82470 789368

7,2632
9,14750 862014 g 1ge02 70114

Investimento Optimo

T3 PE14,341614 7934

68985 4054 5g7p1

776582 740720 708181

6,78374 e
6,50865 5.25322

0.08 0.085 0.08 0085 01 0.105

011

Valores da taxa de crescimento da Procura pelo TGV

0115 a1z

Figura 4.21: Comportamento de x*, * e * em fungio de i

Apresentamos um caso final para terminar este capitulo. A Figura (4.22) apresenta o com-

portamento do sistema com variagdes de oy:

= Tempo Optimo = Valor Critico Investimento Optimo
14,8985 14,8882 14,8965 14,8967 14,8400 ——1d- 7684~ 14 7636 14-6575 14,8247
7.4539 7.482% 75181 7.5341 75051 76186  7g5R3 7,6443 76456
726479 729925 733447 737046 740720 744471 748208 7.522027.56183
0.08 0.085 0.09 0.085 01 0.105 011 0.115 0.1z
Valores da taxa de crescimento da Despesa de Investimento

Figura 4.22: Comportamento de x*, #* e * em fungio de oy

Nota: Apesar de ndo estar aqui apresentada, a andlise de todos os casos foi efectuada e pode

ser consultada nos ficheiros .nb anexos a tese.

Podemos apresentar aqui um pequeno resumo do comportamento de x*, #* e y* em fungdo

de uy, oy, yy e 0y para todos os casos apresentados, tendo por base a seguinte notagao:

Simbolos Significado

ndo aplicavel

movimento mondtono crescente

movimento mondtono decrescente

~ movimento nio mondtono
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Modelos com 1 incerteza

*

Modelo Parametros X t Ve
L N N n.a

Sem Saltos
Oy Va S n.a
[ux \I \‘ n.a
Oy e e n.a

Com Saltos
A S ~ n.a
J/ ~ n.a




incertezas

Modelos com 2 incertezas - corr = —0.5

Modelo

Parametros

*

=

t

\<—V~>

Sem Saltos

S NN

SN N

Com Saltos

NN TN NN

N

Modelos com 2

incertezas

Modelo

Parametros

*

X

)

=

Sem Saltos

Ux

Ox

ty

Oy

¢

i

Com Saltos

i

Ox

ty

Oy

SN SN NS

NS

e

N

SONN N NS

Modelos com 2 incertezas -

corr = 0.5

Modelo

Parametros

£

=

=)

Sem Saltos

Hx

Ox

ty

Oy

SN\ S

Com Saltos

Hx

Ox

ty

Oy

S LN W NS

¢

SN N

Tabela 4.15: Resumo dos movimentos descritos em funcdo da alteragdo de parametros no caso de duas
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5 Conclusiao

No decorrer desta dissertagdo foi abordado o problema da tomada de decisdo sobre um inves-
timento usando opg¢des reais e recorrendo a técnicas de programagdo dindmica (em particular,

utilizando o principio da optimalidade de Bellman e respectivos resultados).

Fizemos uma andlise tedrica e prética tendo por base o estudo efectuado em [13] e [6] sobre
o investimento no novo servigo da alta velocidade ferrovidria. Considerdmos dois processos
aleatorios: o de procura pelo TGV e da despesa de investimento. Assim, numa primeira fase,
estuddmos a obtencdo do valor critico da procura pelo TGV assumindo que o processo de
procura era modelado por um movimento Browniano geométrico, sendo a procura a tnica
incerteza a influenciar o processo de tomada de decisdo. Posteriormente, considerdmos que
o processo de procura era modelado por um movimento Browniano Geométrico com saltos,

admitindo ainda a existéncia de uma tnica incerteza.

Ao considerarmos como aleatéria também a despesa de investimento, passdmos a estar
perante duas incertezas (a procura pelo TGV e a despesa de investimento). Neste caso, con-
siderdmos primeiramente que os dois processos eram modelados por movimentos Brownianos
geométricos e numa fase posterior que eram modelados por movimentos Brownianos geométri-

cos com saltos.

Os valores da procura que justificam o investimento (os chamados valores criticos), x,
dependem dos parametros escolhidos. Por outro lado, o tempo em que tal valor é alcangado,
t*, é obtido via simulagdes e estatisticas (e nesse caso, obtém-se estimativas). No caso em que
analisdmos os processos adimitindo duas incertezas, calculdmos também um valor (estimativas
de) y* (obtido também através de simulagdes), que é simplesmente o valor do investimento em
t* (sendo este valor apenas calculado no caso em que supomos a existéncia de duas incertezas,
uma vez que no outro caso o valor do investimento é constante).

Voltamos a apresentar aqui o cendrio base:

Parametros X )4 m 2 p @ P Hx
Valor 3 | 5000 | 30 10 25 | 90 | 0.009 | 0.1

Parametros | oy n 0 ty oy | A u [

Valor 0.22 5 05]0001|001(01| 01 |05

que vai servir para fazermos um resumo de todos os resultados obtidos ao longo da disser-
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tagdo para esse caso especifico.

e 1 incerteza:

Movimento MGB MGBS

x* 6.89511 | 7.38368
t* 10.9123 | 10.6342

e 2 incertezas:

— corr = =0.5:
Movimento | MGB | MGBS
x* 6.91708 | 7.2632
t* 14.5949 | 7.40720
- corr = 0
Movimento | MGB | MGBS
x* 6.49045 | 6.95035
t* 10.2347 | 9.9687
- corr = 0.5
Movimento | MGB | MGBS
x* 6.07635 | 6.50690
t* 8.36164 | 5.37886

Fazendo uma andlise simples, verificdimos que em todos os casos, o valor de x* é superior
quando estamos perante modelos com saltos. Tal seria de esperar, uma vez que os saltos au-
mentam a aleatoriedade dos processos. E sabido da teoria das opcdes reais que a a aleatoriedade
leva quase certamente a uma decisdo que ocorre em niveis criticos mais elevados do que os que
seriam de esperar numa situagdo com menos aleatoriedade.

Em termos de t*, nunca deixando de referir que os valores foram calculados através de
simulagdes, concluimos que se alcanga primeiramente o valor x* quando estamos perante
processos com saltos. Tal facto é mais visivel nos casos em que assumimos a influéncia de duas
incertezas, uma vez que temos uma maior componente aleatéria (que gera um acréscimo no
ntmero de saltos) o que leva a uma diminuigédo significativa no valor de #".

Ficam ainda outras questdes para trabalho futuro:

- Considerar um processo modelado por um movimento Browniano geométrico e outro
modelado por um movimento Browniano geométrico com saltos;
- Expandir o processo para um maior niimero de incertezas, uma vez que a incerteza é um

factor que sugere uma maior aproximagdo a realidade.
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Anexos

De acordo com o apresentado no Capitulo 2 e 3, ao encontrar a fungdo F que obedeca a:

F(x;) = max {Q(x;), m(xp)dt + (1 — pdt)F(x;) + E [dF(Xy)|x¢]}

estaremos a determinar a politica 6ptima de investimento.

Vimos que esta equacgdo diferencial tem solucdo dada por:

F(X¢) = AX} + BX! + C

No presente trabalho, determindmos a politica 6ptima assumindo dois modelos distintos:

e movimento Browniano geométrico;

e movimento Browniano geométrico com saltos.

Assim, para o caso em que a procura pelo TGV é modelada por um movimento Browniano

geométrico, obedecendo a:

dXt = Xt[l,lxdt + Xt()‘xde

concluimos que

F(x') = Ax"’ +Bx’ +C

onde:

281 - B2)exp (16 + 36(6 — 1) — p)} n

A
2p = 21,0 — 6262 + Oc>
2a exp {(yxe +260(0 - 1)02 - p) n}

B=

2p = 21,0 — 6262 + Oc>

—pn

c=_% 4

p

Vamos aqui clarificar a obtengdo de A, B e C, de acordo com

F(x') = f (B = B)Ex [ Xy | + A [XEy| = 9 — pyef™)e #C s
0

e recordando que E [Xt@] =x%exp {ny +6(6 - 1)“7%},
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F(x') = f ((B1 — B2)Ex [x§+n] + aF, [X§+n] — @ — pyePM)e P g
0
= j(; (ﬁl — ﬁZ)Ex* [X.99+n] e—P(S+n)dS + f(; aE [X59+n] e—p(s+n)ds + L (_(P _ p)/ep”)e_P(s+”)ds
” 0 ot —p(s+n)
= (B1 = B2)(x" exp { utO + 6(0 — 1)7 Ye P g
0

00 2 00
+ f a(x% exp {yt@ +6(6 - 1)%})5/9(“%5 + f (= — pyeP™)e P+ s
0 0

(2(ﬁ1 — p2) exp {(/JXQ + %9(9 ~1)o2 - p)} n) o, (Za exp {(ny + %6(6 - 1)02 - p) n}) o,
= x X
2p = 21,0 — 0202 + 002 2p = 21,0 — 0262 + 002
e " +
F—=)
p
= Ax’ +Bx" +C

Quando andlisamos o caso em que a procura pelo TGV era modelada por um movimento

Browniano geométrico com saltos, obtivemos exactamente a mesma expressao

F(x*) = A’ +Bx’ +C

sendo A, B e C calculados de acordo com (5.1) e relembrando que
0 0 o3 0
E[X/]=x"exp ny+?9(6—1)+A(1+lJ) - At

Assim,

F(x') = fo w((ﬁl — B)Ex [X0,,| + aBy [X0,,] - @ — py)e P+ ds

= f ((B1 — B2)Ex [XS’M] e P s 4 f QE [X59+n] e P s 4 f (—p — py)e P ds
0 0 0
2

= f Oo((ﬁl — B2)(x% exp {(ny + %6(6 — 1)+ AE[1 + )] - /\) t})e'P(s+”)ds
0

00 2 00
+ f a(x% exp {(ny + %9(9 - 1)+ AE[1 + U)?] - A) t})e—P(S+”>ds + f (—p — py)e P s
0 0

(2(51 — B2)exp {(1x0 + 100 - o2 + AE[(1 + U1 - A = p)}n_
- 20— 20,0 — 6202 1 002 + 2AE[(1 + )] + 21 g

2a exp {10 + 1000 - Do + AE[(1+ W)= A=p)n| ,  gerr s 7,
+ +(———

2 202 + 002 0 :
p — 21,0 — 0%0% + 0oy + 2AE[(1 + U)?] + 2A p

=Ax" +Bx’ +C

ou seja,
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21— exp (0 + 300 — Do + AE[A1+ L] — A~ p)}n

5.2
2p = 21,0 — 0262 + 002 + 2AE[(1 + U)?] + 2A ©-2)
2a exp {(ux0 + $0(0 — 1)o2 + AE[(1 + U)°] = A - p) n]
B = 5.3
2p = 21,0 — 0202 + 002 + 2AE[(1 + U)?] + 2A 6:3)
o
cz_fi?il (54)

De acordo com os dados e casos apresentados no Capitulo 4, apresentamos aqui os graficos
que representam a variagdo relativa de x*, t* e * em fungao dos diversos parametros em estudo.
Para cada gréfico apresentado no Capitulo 4, fazemos aqui a correspondéncia em termos

relativos.

——Tempo Optimo  ====\ialor Critico

-~ -47,93

BTEE —42,00
TSI a8y

P AL

-169,85

Figura 5.1: Comportamento relativo de x* e F em fungdo de ty - de acordo com a Figura 4.2

——Tempo Optimo  ====Vialor Critico

58,19

Figura 5.2: Comportamento relativo de x* e  em fungdo de o, - de acordo com a Figura 4.4
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——Tempo Optimo ~ ==——Valor Critico

B85

a2 - B T -38,44

s28 5027 =15,04 -

Figura 5.3: Comportamento relativo de x* e  em fungdo de Uy - de acordo com a Figura 4.6

m—Tempo Optimo  ====\ialor Critico

7 Sy vy PES P s ) Fasp.1e) 27,28

-33,25

-58,32 -59,08

Figura 5.4: Comportamento relativo de x* e * em funcéo de o, - de acordo com a Figura 4.7

—Tempo Optimo valor Critico

30,54 32,10

Figura 5.5: Comportamento relativo de x* e  em funcéo de A - de acordo com a Figura 4.8



——Tempo Optimo ~ ====\ialor Critico

, B8
4,25

-44,36

Figura 5.6: Comportamento de x* e  em fungdo de u - de acordo com a Figura 4.9

m——=Tempo Optimo  ====Valor Critico == Investimento Optimo

74 i - 4112 24— -3748

S-p e s TXIT =

Figura 5.7: Comportamento relativo de x*, #* e y* em fungéo de iy - de acordo com a Figura 4.11



—Tempo Optimo =Valor Critico e Investimento Optimo

60,36

833
O e P ' GG — - m—
38D > 327 336 ; 537

Figura 5.8: Comportamento relativo de x*, F e 7" em funcdo de o, - de acordo com a Figura 4.12

e—Tempo Optimo —alor Critico e Investimento Optimo

373,60

Figura 5.9: Comportamento relativo de x*, te y* em fungio de py - de acordo com a Figura 4.13

m—Tempo Optimo ~ ====Valor Critico == Investimento Optimo

13,28

3,01

-21,24

Figura 5.10: Comportamento relativo de x*, Fe y* em funcdo de 0y - de acordo com a Figura 4.14



—Tempo Optimo =Valor Critico e Investimento Optimo

19,33
5,75 023 +7 Eid &3
= . ',
2,08 1,79

Figura 5.11: Comportamento relativo de x*, * e * em fungdo de o, - de acordo com a Figura 4.15

—Tempo Optimo =Valor Critico e Investimento Optimo

287,00

101,20

-5.48
34,44

Figura 5.12: Comportamento relativo de x*, ¥ e * em fungdo de ty - de acordo com a Figura 4.16

—Tempo Optimo e Investimento Optimo = \/alor Critico

P4 BHBFB—_715 32

,20 -284,52

Figura 5.13: Comportamento relativo de x*, Fe y* em funcdo de y, - de acordo com a Figura 4.17



e Tempo Optimo  ====Valor Critico ==Investimento Optimo

66,24
28
- 27,06
197 1ot . E 19,78
5 19,14 —.-.,d.ﬂ___ﬂrs’r\ A
435 575 T30 554 004 148 v—f{ 7,434

-14 38

Figura 5.14: Comportamento de x*, P ey em fungdo de 0y~ de acordo com a Figura 4.18

—Tempo Optimo =Valor Critico e Investimento Optimo

25,73

8,57
560

Figura 5.15: Comportamento relativo de x*, * e * em fungdo de o, - de acordo com a Figura 4.19

—Tempo Optimo ~ ===Valor Critico  =——Investimento Optimo

68,40

-14,30
-46,50

Figura 5.16: Comportamento relativo de x*, Fe y* em fungio de ty - de acordo com a Figura 4.20



—Tempo Optimo ~ =——=Valor Critico = Investimento Optimo

161,872

134,716

87,054

51,086
2,640

Figura 5.17: Comportamento relativo de x*, Fe y* em funcdo de y, - de acordo com a Figura 4.21

e——Tempo Optimo e Valor Critico e [V stimento Optimo

-7,96

-34,44

Figura 5.18: Comportamento relativo de x, F e 7" em fungdo de 0y - de acordo com a Figura 4.22
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